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带借贷利率及干扰的双到达过程风险模型①
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摘要:考虑了带借贷利率及干扰的双到达过程风险模型,借助全概率公式、微分和伊藤积分等知识,分别获得了无

限时破产概率积分微分方程和有限时破产概率的积分偏微分方程．当索赔服从指数分布时,得到了无限时破产概率

的微分方程．
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近几年来,风险理论研究中绝对破产概率问题得到广泛关注,越来越多学者开始研究各种风险模型下

的绝对破产问题[１－９],并考虑利率等问题[１０]．文献[８]考虑更实际的风险模型,研究带借贷及干扰的复合泊

松盈余过程．当盈余是负的或公司财政赤字时,保险公司以一定利率借钱支付所发生的索赔,这样继续经

营它的业务,与此同时,保险公司通过不断的保费收入偿还债务,因此,保险公司的盈余可以回到正的水

平．然而当盈余低于某一特定值时,盈余不可能回到正的水平,此时绝对破产概率发生了．文献[８]获得破

产概率的积分微分方程,而文献[７]讨论了双到达带索赔成本风险模型,获得破产概率的上界．本文推广上

述风险模型,考虑带借贷及干扰的双到达过程风险模型．
记

U(t)＝u＋ct－∑
M(t)

i＝１
Xi－∑

N(t)

j＝１
Yj ＋σW(t)＝

u＋ct－S１(t)－S２(t)＋σW(t)　　　t≥０ (１)

此处:

１)u 是初始准备金,c是保险公司单位时间征收的保险费率;

２){X,Xi,i＝１,２,􀆺}是一独立同分布的非负随机变量序列,X 表示A 险种的索赔额,其分布为G;

３){M(t),t≥０}是参数为α的Poisson过程,表示到时刻t为止A 险种索赔发生的次数;

４){Y,Yj,j＝１,２,􀆺}是一独立同分布的非负随机变量序列,Y表示B险种的索赔额,且其分布为F;

５){N(t),t≥０}是参数为β的Poisson过程,表示到时刻t为止B 险种索赔发生的次数;

６){W(t),t≥０}是一标准布朗运动,σ是一常数;

７)由于各个保险过程和索赔是相互独立的,设{Xi,i＝１,２,􀆺},{Yj,j＝１,２,􀆺},{M(t),t≥０},
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{N(t),t≥０}以及{W(t),t≥０}是相互独立的．
我们假设当公司盈余是负的或财政赤字时,可以允许公司以利息力δ＞０进行借贷,然而当公司的盈

余水平低于－
c
δ

时,绝对破产出现．

带借贷的双到达过程风险模型,即

dUδ(t)＝(c＋δUδ(t)I(Uδ(t)＜０))dt＋σdW(t)－dS１(t)－dS２(t),Uδ(０)＝u (２)

其中I(A)是集合A 上的示性函数．设Tδ 表示风险模型 (２)的破产时刻,

Tδ ＝inft≥０:Uδ(t)＜－
c
δ{ }

且约定infϕ＝∞;ψ(u)表示模型(２)中初始资本为u 的无限时破产概率,即

ψ(u)＝Pr{Tδ ＜ ∞|Uδ(０)＝u},u ＞－
c
δ

,ψ －
c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝１

当盈余水平处于不同层次时,破产概率符合不同的积分微分方程,为了表述方便,当u ≥０时,记ψ(u)＝

ψ＋ (u);当－
c
δ ＜u ＜０时,记ψ(u)＝ψ－ (u)．

设T 表示风险模型 (１)的破产时刻,T＝inf{t≥０:U(t)＜０};ϕ(u)表示风险模型(１)中初始资本为

u 的无限时破产概率,即

ϕ(u)＝Pr{T ＜ ∞|U０＝u},u ＞０
显然当u ≥０时,T ≤Tδ,ψ＋ (u)≤ϕ(u)且lim

u→＋∞
ψ＋ (u)＝０及０＜ψ＋ (u)≤ϕ(u)＜１．

众所周知,在带干扰的风险模型中,导致破产出现有两种可能:一是由于索赔引起的,二是由于干扰

引起的．因此无限时破产概率有以下分解:

ψ(u)＝ψs(u)＋ψd(u),u ≥－
c
δ

其中:ψs(u)表示破产是由索赔引起的破产概率;ψd(u)表示破产是由干扰引起的破产概率,而且

ψd －
c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝ψ －

c
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ö

ø
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ø
÷＝０

类似地,当u ≥０时,记ψs＋ ＝ψs(u),ψd＋ ＝ψd(u);当－
c
δ ＜u ＜０时,记ψs－ ＝ψs(u),ψd－ ＝ψd(u)．

类似于无限时的情况,定义有限时所有变量:

ψ(u,t),ψs(u,t),ψd(u,t),ψs－(u,t),ψs＋(u,t)

ψd－(u,t),ψd＋(u,t)

为了保证保险公司的稳定经营,假定保费收入的期望值大于总的索赔平均值,由此定义安全负荷条件为:

c＞αE(X)＋βE(Y)

　　 本文安排如下:第１节借助全概率公式、微分和伊藤公式分别得到ψs(u)和ψd(u)的积分微分方程,

从而推出ψ(u)的积分微分方程;第２节讨论当索赔都服从指数分布时,分别给出ψs(u),ψd(u)和ψ(u)的

微分方程;第３节讨论了有限时破产概率的积分偏微分方程．

１　 无限时破产概率的积分微分方程

定理１　 假设ψs(u)是二次连续可微的,当u ≥０时,则ψs(u)符合下面积分微分方程:

cψ
′
s＋(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(u)＝(α＋β)ψs＋(u)－α∫
u

０
ψs＋(u－x)dG(x)＋Bs１

(u)[ ] －

β∫
u

０
ψs＋(u－y)dF(y)＋Bs２

(u)[ ] (３)
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当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψs(u)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)ψ
′
s－(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s－

(u)＝(α＋β)ψs－(u)－α∫
u＋

c
δ

０
ψs－(u－x)dG(x)＋G(u＋

c
δ

)é
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û
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c
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c
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)é

ë
êê

ù

û
úú (４)

边界条件为:

ψs－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝０

１
２σ

２ψ
′′
s－ －
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δ
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u→∞

ψs＋(u)＝０

ì
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ï
ï
ï

ï
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(５)

其中

Bs１
(u)＝∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－x)dG(x)＋G u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Bs２
(u)＝∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－y)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç
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ø
÷ ,u ≥０

证 　 当u ≥０时,令 H(t)＝u＋ct＋σW(t),则 H(０)＝u 且

dH(t)＝cdt＋σdWt

由伊藤积分公式有

dψs＋(H(t))＝ cψ
′
s＋(H(t))＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(H(t))é

ë
êê

ù

û
úúdt＋σψ

′
s＋(H(t))dWt

即

ψs＋(H(t))－ψs＋(u)＝∫
t

０
cψ

′
s＋(H(x))＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(H(x))é

ë
êê

ù

û
úúdx＋∫

t

０
σψ

′
s＋(H(x))dWx

所以

E ψs＋(H(t))[ ] －ψs＋(u)＝∫
t

０
(cE[ψ

′
s＋(H(x))]＋

１
２σ

２E[ψ
′′
s＋

(H(x))])dx (６)

在充分小的时间段(０,t]内,考虑(２)式定义的风险过程Uδ(t)．既然M(t)和N(t)都是Poisson过程,则

在(０,t]有以下４种可能情况:

１)M(t)和N(t)都没有跳跃,其发生的概率为(１－αt)(１－βt)＋o(t)．

２)M(t)有一个跳跃且N(t)没有跳跃,其发生的概率为αt(１－βt)＋o(t)．

３)M(t)没有跳跃且N(t)有一个跳跃,其发生的概率为(１－αt)βt＋o(t)．

４)M(t)(或者N(t))至少有两个跳跃或者M(t)和N(t)同时有跳跃,其发生的概率为o(t)．
因此

ψs＋(u)＝(１－αt)(１－βt)E ψs＋(H(t))[ ] ＋αt(１－βt)E

∫
H(t)

０
ψs＋(H(t)－x)dG(x)＋∫

H(t)＋
c
δ

H(t)
ψs－(H(t)－x)dG(x)＋∫

∞

H(t)＋
c
δ

dG(x)[ ] ＋

βt(１－αt)E∫
H(t)

０
ψs＋(H(t)－y)dF(y)＋[

∫
H(t)＋

c
δ

H(t)
ψs－(H(t)－y)dF(y)＋∫

∞

H(t)＋
c
δ

dF(y)] ＋o(t)
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等价地

(α＋β)tE ψs＋(H(t))[ ] ＝E ψs＋(H(t))[ ] －ψs＋(u)＋

αtE∫
H(t)

０
ψs＋(H(t)－x)dG(x)＋∫

H(t)＋
c
δ

H(t)
ψs－(H(t)－x)dG(x)＋G H(t)＋

c
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βtE∫
H(t)

０
ψs＋(H(t)－y)dF(y)＋∫

H(t)＋
c
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ψs－(H(t)－y)dF(y)＋F H(t)＋

c
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÷
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ù

û
úú＋o(t) (７)

在(７)式两边同时除以t,令t→０,同时利用(６)式则有

(α＋β)ψs＋(u)＝cψ
′
s＋(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(u)＋

α∫
u

０
ψs＋(u－x)dG(x)＋∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－x)dG(x)＋G u＋

c
δ
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ø
÷
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úú＋

β∫
u

０
ψs＋(u－y)dF(y)＋∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－y)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ
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ç
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ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

所以(３)式成立．

当－
c
δ ＜u ＜０时,令Y(t)＝ueδt＋ct＋σWt,则Y(０)＝u 及dY(t)＝(uδeδt＋c)dt＋σdWt．

由伊藤积分公式有:

dψs－(Y(t))＝ (uδeδt＋c)ψs－(Y(t))＋
１
２σ

２ψ
′′
s－

(Y(t))é

ë
êê

ù

û
úúdt＋σψ

′
s－(Y(t))dWt

即

ψs－(Y(t))－ψs－(u)＝∫
t

０
(uδeδx ＋c)ψs－(Y(x))＋

１
２σ

２ψ
′′
s－

(Y(x))é

ë
êê

ù

û
úúdx＋∫

t

０
σψ

′
s－(Y(x))dWx

所以

E ψs－(Y(t))[ ] －ψs－(u)＝∫
t

０
((uδeδx ＋c)E[ψs－(Y(x))]＋

１
２σ

２E[ψ
′′
s－

(Y(x))])dx (８)

利用同u ≥０时的讨论方法可得:

ψs－(u)＝(１－αt)(１－βt)E ψs－(Y(t))[ ] ＋αt(１－βt)E

∫
Y(t)＋

c
δ

０
ψs－(Y(t)－x)dG(x)＋∫

∞

Y(t)＋
c
δ

dG(x)[ ] ＋βt(１－αt)E

∫
Y(t)＋

c
δ

０
ψs－(Y(t)－y)dF(y)＋∫

∞

Y(t)＋
c
δ

dF(y)[ ] ＋o(t)

等价地

(α＋β)tE ψs－(Y(t))[ ] ＝E ψs－(Y(t))[ ] －ψs－(u)＋αtE

∫
Y(t)＋

c
δ

０
ψs－(Y(t)－x)dG(x)＋G(Y(t)＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú＋βtE

∫
Y(t)＋

c
δ

０
ψs－(Y(t)－y)dF(y)＋F(Y(t)＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú＋o(t) (９)

在(９)式两边同时除以t,令t→０,同时利用(８)式则有

(α＋β)ψs－(u)＝(uδ＋c)ψ
′
s－(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s－

(u)＋

α∫
u＋

c
δ

０
ψs－(u－x)dG(x)＋G(u＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú＋
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β∫
u＋

c
δ

０
ψs－(u－y)dF(y)＋F(u＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú

所以(４)式成立．

在(４)式中,令u↓－
c
δ

,得边界条件(５)式中的第(２)式．

定理２　 假设ψd(u)是二次连续可微的,当u ≥０时,则ψd(u)符合下面积分微分方程:

cψ
′
d＋(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
d＋

(u)＝(α＋β)ψd＋(u)－α∫
u

０
ψd＋(u－x)dG(x)＋Bd１

(u)[ ] －

β∫
u

０
ψd＋(u－y)dF(y)＋Bd２

(u)[ ] (１０)

当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψd(u)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)ψ
′
d－(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
d－

(u)＝(α＋β)ψd－(u)－α∫
u＋

c
δ

０
ψd－(u－x)dG(x)[ ] －

β∫
u＋

c
δ

０
ψd－(u－y)dF(y)[ ] (１１)

边界条件为:

ψd－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝１

１
２σ

２ψ
′′
d－ －

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝α＋β

lim
u→∞

ψd＋(u)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１２)

其中

Bd１
(u)＝∫

u＋
c
δ

u
ψd－(u－x)dG(x)

Bd２
(u)＝∫

u＋
c
δ

u
ψd－(u－y)dF(y),u ≥０

　　 证 　 类似于定理１．

　　 推论１　 在定理１和定理２的条件下,当u ＞０时,ψ(u)符合下面的积分微分方程:

cψ
′(u)＋

１
２σ

２ψ
′′(u)＝(α＋β)ψ(u)－α∫

u

０
ψ(u－x)dG(x)＋B１(u)[ ] －

β∫
u

０
ψ(u－y)dF(y)＋B２(u)[ ] (１３)

当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψ(u)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)ψ
′(u)＋

１
２σ

２ψ
′′(u)＝(α＋β)ψ(u)－

α∫
u＋

c
δ

０
ψ(u－x)dG(x)＋G(u＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú－

β∫
u＋

c
δ

０
ψ(u－y)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (１４)

边界条件为:

５第９期　　　　　　　 　魏广华,等:带借贷利率及干扰的双到达过程风险模型



ψ－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝１

１
２σ

２ψ
′′
－ －

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝０

lim
u→∞

ψ＋ (u)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１５)

其中

B１(u)＝∫
u＋

c
δ

u
ψ(u－x)dG(x)＋G u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

B２(u)＝∫
u＋

c
δ

u
ψ(u－y)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,u ≥０

　　 证 　

ψd(u)＋ψs(u)＝ψ(u),ψ
′
d(u)＋ψ

′
s(u)＝ψ

′(u),ψ
′′
d(u)＋ψ

′′
s (u)＝ψ

′′(u)

因此,根据 (３)式和(１０)式得(１３)式,根据 (４)式和(１１)式得(１４)式,根据 (５)式和(１２)式得(１５)式．

２　 索赔都服从指数情形

推论２　 若G 服从参数为λ１ 的指数分布,F 服从参数为λ２ 的指数分布,则在定理１的条件下,当u≥

０时,ψs(u)满足:

(cλ１λ２－αλ２－βλ１)ψ
′
s＋(u)＋

１
２σ

２λ１λ２＋c(λ１＋λ２)－α－β
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′
s＋

(u)＋

c＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′′
s＋

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′
s＋

(u)＝０ (１６)

当－
c
δ ＜u ＜０时,ψs(u)满足:

[(uδ＋c)λ１λ２－αλ２－βλ１]ψ
′
s－(u)＋

１
２σ

２(λ１＋λ２)－α－β＋(uδ＋c)(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′
s－

(u)＋

(uδ＋c)＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′′
s－

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′
s－

(u)＝０ (１７)

边界条件为:

ψs－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝０

１
２σ

２ψ
′′
s－ －

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－α－β

lim
u→∞

ψs＋(u)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１８)

　　 证 　 当F 和G 都是指数分布时,(３)式可化为:

cψ
′
s＋(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(u)＝(α＋β)ψs＋(u)－

α∫
u

０
ψs＋(u－x)λ１e－λ１xdx＋∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－x)λ１e－λ１xdx＋e－λ１ u＋

c
δ( )[ ] －

β∫
u

０
ψs＋(u－y)λ２e－λ２ydy＋∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－y)λ２e－λ２ydy＋e－λ２ u＋

c
δ( )[ ] (１９)

在(１９)式中,令x１＝u－x,y１＝u－y,有

６ 西南大学学报(自然科学版)　　　　　http://xbbjb􀆰swu􀆰cn　　　　　第３７卷



cψ
′
s＋(u)＋

１
２σ

２ψ
′′
s＋

(u)＝(α＋β)ψs＋(u)－

α∫
u

０
ψs＋(x１)λ１e－λ１(u－x１)

dx１＋∫
０

－
c
δ
ψs－(x１)λ１e－λ１(u－x１)

dx１＋e－λ１ u＋
c
δ( )[ ] －

β∫
u

０
ψs＋(y１)λ２e－λ２(u－y１)

dy１＋∫
０

－
c
δ
ψs－(y１)λ２e－λ２(u－y１)

dy１＋e－λ２ u＋
c
δ( )[ ] (２０)

在(２０)式两边同时对u 求导有

cψ
′′
s＋

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′
s＋

(u)＝(α＋β)ψ
′
s＋(u)－

αλ１ψs＋(u)－∫
u

０
ψs＋(x１)λ１

２e－λ１(u－x１)
dx１－∫

０

－
c
δ
ψs－(x１)λ１

２e－λ１(u－x１)
dx１－λ１e－λ１ u＋

c
δ( )[ ] －

βλ２ψs＋(u)－∫
u

０
ψs＋(y１)λ２

２e－λ２(u－y１)
dy１－∫

０

－
c
δ
ψs－(y１)λ２

２e－λ２(u－y１)
dy１－λ２e－λ２ u＋

c
δ( )[ ] (２１)

在(２１)式两边同时对u 求导有

cψ
′′′
s＋

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′
s＋

(u)＝(α＋β)ψ
′′
s＋

(u)－

αλ１ψ
′
s＋(u)－λ１

２ψs＋(u)＋∫
u

０
ψs＋(x１)λ３

１e－λ１(u－x１)
dx１＋∫

０

－
c
δ
ψs－(x１)λ３

１e－λ１(u－x１)
dx１＋λ１

２e－λ１ u＋
c
δ( )[ ] －

βλ２ψ
′
s＋(u)－λ２

２ψs＋(u)＋∫
u

０
ψs＋(y１)λ３

２e－λ２(u－y１)
dy１＋∫

０

－
c
δ
ψs－(y１)λ３

２e－λ２(u－y１)
dy１＋λ２

２e－λ２ u＋
c
δ( )[ ] (２２)

由(２０)式,(２１)式及(２２)式,得(１６)式．利用同样的讨论方法可得(１７)式．
推论３　 若G 服从参数为λ１ 的指数分布,F 服从参数为λ２ 的指数分布,则在定理２的条件下,当u≥

０时,ψd(u)满足:

(cλ１λ２－αλ２－βλ１)ψ
′
d＋(u)＋

１
２σ

２λ１λ２＋c(λ１＋λ２)－α－β
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′
d＋

(u)＋

c＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′′
d＋

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′
d＋

(u)＝０

当－
c
δ ＜u ＜０时,ψd(u)满足:

[(uδ＋c)λ１λ２－αλ２－βλ１]ψ
′
d－(u)＋

１
２σ

２(λ１＋λ２)－α－β＋(uδ＋c)(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′
d－

(u)＋

(uδ＋c)＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′′
d－

(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′
d－

(u)＝０

边界条件为:

ψd－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝１

１
２σ

２ψ
′′
d－ －

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝α＋β

lim
u→∞

ψd＋(u)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　　 证 　 类似于推论２．

　　 推论４　 在推论２和推论３条件下,当u ≥０时,ψ(u)满足:

(cλ１λ２－αλ２－βλ１)ψ
′(u)＋

１
２σ

２λ１λ２＋c(λ１＋λ２)－α－β
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′(u)＋

７第９期　　　　　　　 　魏广华,等:带借贷利率及干扰的双到达过程风险模型



c＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
æ

è
ç

ö

ø
÷ψ

′′′(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′(u)＝０

当－
c
δ ＜u ＜０时,ψ(u)满足

[(uδ＋c)λ１λ２－αλ２－βλ１]ψ
′(u)＋

１
２σ

２(λ１＋λ２)－α－β＋(uδ＋c)(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′(u)＋

(uδ＋c)＋
１
２σ

２(λ１＋λ２)
é

ë
êê

ù

û
úúψ

′′′(u)＋
１
２σ

２ψ
′′′′(u)＝０

边界条件为

ψ－
－c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝１

１
２σ

２ψ
′′
－ －

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷＝０

lim
u→∞

ψ＋ (u)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

　　 证 　 类似于推论１．

３　 有限时破产概率的积分偏微分方程

定理３　 假设ψs(u,t)对u是二次连续可微的,对t是一次连续可微的．当u≥０,ψs(u,t)符合下面

的偏微分积分方程:

c
Əψs＋(u,t)

Əu ＋
Əψs＋(u,t)

Ət ＋
１
２σ

２Ə
２ψs＋(u,t)

Əu２ ＝(α＋β)ψs＋(u,t)－

α∫
u

０
ψs＋(u－x,t)dG(x)＋Bs１

(u,t)[ ] －β∫
u

０
ψs＋(u－y,t)dF(y)＋Bs２

(u,t)[ ] (２３)

当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψs(u,t)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)Əψs－(u,t)
Əu ＋

Əψs－(u,t)
Ət ＋

１
２σ

２Ə
２ψs－(u,t)

Əu２ －(α＋β)ψs－(u,t)＝

－α∫
u＋

c
δ

０
ψs－(u－x,t)dG(x)＋G(u＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú－β∫

u＋
c
δ

０
ψs－(u－y,t)dF(y)＋F(u＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú (２４)

边界条件为:

ψs＋(＋∞,t)＝０

ψs(u,＋∞)＝ψs(u){ (２５)

其中

Bs１
(u,t)＝∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－x,t)dG(x)＋G u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

Bs２
(u,t)＝∫

u＋
c
δ

u
ψs－(u－y,t)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,u ≥０

　　 证 　 当u ≥０时,令 H(t)＝u＋ct＋σW(t),则 H(０)＝u 且

dH(Δ)＝cdΔ＋σdWΔ

由伊藤积分公式有

dψs＋(H(Δ),t－Δ)＝ c
Əψs＋(H(Δ),t－Δ)

Əu ＋
Əψs＋(H(Δ),t－Δ)

Ət
é

ë
êê ＋

１
２σ

２Ə
２ψs＋(H(Δ),t－Δ)

Əu２
ù

û
úúdΔ＋σ

Əψs＋(H(Δ),t－Δ)
Əu dWΔ
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即

ψs＋(H(Δ),t－Δ)－ψs＋(u,t)＝∫
Δ

０
c
Əψs＋(H(x),t－x)

Əu ＋
Əψs＋(H(x),t－x)

Ət ＋
æ

è
ç

１
２σ

２Ə
２ψs＋(H(x),t－x)

Əu２
ö

ø
÷dx＋∫

Δ

０
σ
Əψs＋(H(x),t－x)

Əu dWx

所以

E[ψs＋(H(Δ),t－Δ)]－ψs＋(u,t)＝∫
Δ

０
cE Əψs＋(H(x),t－x)

Əu
é

ë
êê

ù

û
úú＋E Əψs＋(H(x),t－x)

Ət
é

ë
êê

ù

û
úú＋

æ

è
ç

１
２σ

２E
Ə２ψs＋(H(x),t－x)

Əu２
é

ë
êê

ù

û
úú

ö

ø
÷dx (２６)

在充分小的时间段(０,Δ]内,考虑(２)式定义的风险过程．既然M(t)和N(t)都是Poisson过程,则在(０,

Δ]有以下４种可能情况:

１)M(t)和N(t)都没有跳跃,其发生的概率为(１－αΔ)(１－βΔ)＋o(Δ)．

２)M(t)有一个跳跃且N(t)没有跳跃,其发生的概率为αΔ(１－βΔ)＋o(Δ)．

３)M(t)没有跳跃且N(t)有一个跳跃,其发生的概率为(１－αΔ)βΔ＋o(Δ)．

４)M(t)(或者N(t))至少有两个跳跃或者在时间段(０,Δ]内,M(t)和N(t)同时有跳跃,其发生的

概率为o(Δ)．
因此

ψs＋(u,t)＝(１－αΔ)(１－βΔ)E ψs＋(H(Δ),t－Δ)[ ] ＋αΔ(１－βΔ)

E∫
H(Δ)

０
ψs＋(H(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋[

∫
H(Δ)＋

c
δ

H(Δ)
ψs－(H(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋∫

∞

H(Δ)＋
c
δ

dG(x)] ＋

βΔ(１－αΔ)E∫
H(Δ)

０
ψs＋(H(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋[

∫
H(Δ)＋

c
δ

H(Δ)
ψs－(H(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋∫

∞

H(Δ)＋
c
δ

dF(y)] ＋o(Δ)

等价地

(α＋β)ΔE ψs＋(H(Δ),t－Δ)[ ] ＝E ψs＋(H(Δ),t－Δ)[ ] －ψs＋(u,t)＋αΔE

∫
H(Δ)

０
ψs＋(H(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋∫

H(Δ)＋
c
δ

H(Δ)
ψs－(H(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋G H(Δ)＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú＋

βΔE∫
H(Δ)

０
ψs＋(H(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋[

∫
H(Δ)＋

c
δ

H(Δ)
ψs－(H(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋F H(Δ)＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

ù

û
úú＋o(t) (２７)

在(２７)式两边同时除以Δ,令Δ →０,同时利用(２６)式得(２３)式．

当－
c
δ ＜u ＜０时,令Y(t)＝ueδt＋ct＋σWt,则

Y(０)＝u 及dY(Δ)＝(uδeδΔ ＋c)dΔ＋σdWΔ

由伊藤积分公式有

dψs－(Y(Δ),t－Δ)＝ (uδeδΔ ＋c)Əψs－(Y(Δ),t－Δ)
Əu ＋

Əψs－(Y(Δ),t－Δ)
Ət ＋

é

ë
êê
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１
２σ

２Ə
２ψs－(Y(Δ),t－Δ)

Əu２
ù

û
úúdΔ＋σ

Əψs－(Y(Δ),t－Δ)
Əu dWΔ

即

ψs－(Y(Δ),t－Δ)－ψs－(u,t)＝

∫
Δ

０
(uδeδx ＋c)Əψs－(Y(x),t－x)

Əu ＋
Əψs－(Y(x),t－x)

Ət ＋
æ

è
ç

１
２σ

２Ə
２ψs－(Y(x),t－x)

Əu２
ö

ø
÷dx＋∫

Δ

０
σ
Əψs－(Y(x),t－x)

Əu dWx

所以

E[ψs－(Y(Δ),t－Δ)]－ψs－(u,t)＝∫
Δ

０
(uδeδx ＋c)E Əψs－(Y(x),t－x)

Əu
é

ë
êê

ù

û
úú＋

æ

è
ç

E Əψs－(Y(x),t－x)
Ət

é

ë
êê

ù

û
úú＋

１
２σ

２E
Ə２ψs－(Y(x),t－x)

Əu２
é

ë
êê

ù

û
úú

ö

ø
÷dx (２８)

利用与u ≥０时相同的讨论方法得

ψs－(u,t)＝(１－αΔ)(１－βΔ)E ψs－(Y(Δ),t－Δ)[ ] ＋αΔ(１－βΔ)E

∫
Y(Δ)＋

c
δ

０
ψs－(Y(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋∫

∞

Y(Δ)＋
c
δ

dG(x)[ ] ＋

βΔ(１－αΔ)E∫
Y(Δ)＋

c
δ

０
ψs－(Y(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋∫

∞

Y(Δ)＋
c
δ

dF(y)[ ] ＋o(Δ)

等价地

(α＋β)ΔE ψs－(Y(Δ),t－Δ)[ ] ＝E ψs－(Y(Δ),t－Δ)[ ] －ψs－(u,t)＋αΔE

∫
Y(Δ)＋

c
δ

０
ψs－(Y(Δ)－x,t－Δ)dG(x)＋G Y(Δ)＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú＋

βΔE∫
Y(Δ)＋

c
δ

０
ψs－(Y(Δ)－y,t－Δ)dF(y)＋F(H(Δ)＋

c
δ

)é

ë
êê

ù

û
úú＋o(t) (２９)

在(２９)式两边同时除以Δ,令Δ →０,同时利用(２８)式得(２４)式．

注 　
Əψs(u,t)

Ət |t＝∞ ＝０,当t→ ∞ 时,(２３)式即为(３)式,(２４)式即为(４)式．

定理４　 假设ψd(u,t)对u 是二次连续可微的,对t是一次连续可微的．当u ≥０时,ψs(u,t)符合

下面的偏微分积分方程:

c
Əψd＋(u,t)

Əu ＋
Əψd＋(u,t)

Ət ＋
１
２σ

２Ə
２ψd＋(u,t)

Əu２ ＝(α＋β)ψd＋(u,t)－

α∫
u

０
ψd＋(u－x,t)dG(x)＋Bd１

(u,t)[ ] －β∫
u

０
ψd＋(u－y,t)dF(y)＋Bd２

(u,t)[ ] (３０)

当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψd(u,t)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)Əψd－(u,t)
Əu ＋

Əψd－(u,t)
Ət ＋

１
２σ

２Ə
２ψd－(u,t)

Əu２ －(α＋β)ψd－(u,t)＝

－α∫
u＋

c
δ

０
ψd－(u－x,t)dG(x)[ ] －β∫

u＋
c
δ

０
ψd－(u－y,t)dF(y)[ ] (３１)

边界条件为:

ψd＋(＋∞,t)＝０

ψd(u,＋∞)＝ψd(u){
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其中

Bd１
(u,t)＝∫

u＋
c
δ

u
ψd－(u－x,t)dG(x)

Bd２
(u,t)＝∫

u＋
c
δ

u
ψd－(u－y,t)dF(y),u ≥０

　　 注 　
Əψd(u,t)

Ət |t＝∞ ＝０,当t→ ∞ 时,(３０)式即为(１０)式,(３１)式即为(１１)式．

　　 推论５　 在定理３和定理４条件下,当u ≥０时,ψ(u,t)符合下面的偏微分积分方程:

cƏψ(u,t)
Əu ＋

Əψ(u,t)
Ət ＋

１
２σ

２Ə２ψ(u,t)
Əu２ ＝

(α＋β)ψ(u,t)－α∫
u

０
ψ(u－x,t)dG(x)＋B１(u,t)[ ] －

β∫
u

０
ψ(u－y,t)dF(y)＋B２(u,t)[ ] (３２)

当－
c
δ ＜u ＜０时,则ψ(u,t)符合下面积分微分方程:

(uδ＋c)Əψ(u,t)
Əu ＋

Əψ(u,t)
Ət ＋

１
２σ

２Ə２ψ(u,t)
Əu２ －(α＋β)ψ(u,t)＝

－α∫
u＋

c
δ

０
ψ(u－x,t)dG(x)＋G u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú－β∫

u＋
c
δ

０
ψ(u－y,t)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú (３３)

边界条件为:

ψ(＋∞,t)＝０

ψ(u,＋∞)＝ψ(u){
其中

B１(u,t)＝∫
u＋

c
δ

u
ψ(u－x,t)dG(x)＋G u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷

B２(u,t)＝∫
u＋

c
δ

u
ψ(u－y,t)dF(y)＋F u＋

c
δ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,u ≥０

注 　Əψ(u,t)
Ət |t＝∞ ＝０,当t→ ∞ 时,(３２)式即为(１３)式,(３３)式即为(１４)式．
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APerturbedDoubleArrivalProcessRiskModelwithDebitInterest
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Abstract:Inthispaper,weconsiderariskmodelwhichisaperturbeddoublearrivalprocesswithdebitinＧ

terest．WeobtaintheintegroＧdifferentialequationforinfinitetimeruinprobabilityandthenderivetheinteＧ

gralpartialdifferentialequationforfinitetimeruinprobabilitybythetotalprobabilityformula,thedifferＧ

entialcalculusandIto＇sformula．Whentheclaimsareexponentiallydistributed,adifferentialequationis

derivedforinfinitetimeruinprobability．

Keywords:debitinterest;doublearrivalprocess;Brownmotion;ruinprobability;integroＧdifferentialeＧ

quation;integralpartialdifferentialequation
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