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具有BeddingtonＧDeAngelis功能反应的
疟疾模型的稳定性分析①

陈虹燕,　王稳地

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:建立了一个在红细胞内期具有BeddingtonＧDeAngelis功能反应的疟疾传播数学模型．利用下一代矩阵得到基

本再生数R０,并通过构造 Lyapunov函数,证明了当R０≤１时,该模型无病平衡点全局渐近稳定;当R０＞１时,正

平衡点全局渐近稳定．
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疟疾是一种严重危害人体健康的媒介传播疾病,全世界约二分之一人口受疟疾威胁．疟原虫寄生于人

及多种哺乳动物,少数寄生于鸟类和爬行类动物．疟原虫的已知种类有１３０余种．寄生于人类的疟原虫有５
种．在人体内疟原虫先后寄生于肝细胞和红细胞内,进行裂体增殖．在红细胞内,除进行裂体增殖外,部分

裂殖子形成配子体,开始有性生殖的初期发育,而其余裂殖子继续感染红细胞进行裂体增殖．在红细胞内

期,疟疾的感染模型[１－３] 只考虑了线性发生率．实际上,被感染的红细胞并不会无限制地增长．在感染的过

程中, 红 细 胞 与 裂 殖 子 的 浓 度 都 会 影 响 发 病 率．因 此, 我 们 将 发 生 率 考 虑 为 更 为 一 般 的

BeddingtonＧDeAngelis[４－５] 形式功能反应

kM(t)X(t)
１＋k１X(t)＋k２M(t)

其中:k１,k２ ≥０;k１＝０,k２＝０时为最为普遍的双线性发生率;k１ ＞０,k２＝０时为HollingII型功能反应;

k１＝０,k２ ＞０时为饱和发生率．
基于以上的生物背景,我们设X(t),Y(t),J(t)和M(t)分别表示t时刻宿主体内健康的红细胞、感染

的红细胞、未成熟的裂殖子和成熟的裂殖子．建立在红细胞内期具有BeddingtonＧDeAngelis功能反应的疟

疾传播模型:
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其中:λ表示健康红细胞的生成率;a,b和d１ 分别表示健康的红细胞、感染的红细胞、裂殖子的死亡率;d２

表示裂殖子的成熟率;ε表示无性繁殖的概率(０＜ε＜１)．这里所有的参数都是非负的．
引理１　 在初始条件X(０)＞０,Y(０)≥０,J(０)≥０和M(０)≥０下,系统(１)的解是非负的,并且

最终有界．

证 　 反证法．假设存在最小的时间t１ ＞０使得X(t１)＝０．代入系统(１)的第一个方程可得X

(t１)＝λ＞

０．则存在一个充分小的ε＞０,当t∈ (t１－ε,t１)时X(t)＜０,与t∈ [０,t１)时X(t)＞０相矛盾．所以对

所有的t＞０,X(t)＞０．现在进一步证明对所有的t＞０有Y(t)＞０,J(t)＞０和M(t)＞０．现假设存在最

小的时间t２ ＞０,使得M(t２)＝０,由系统(１)的第４个方程,可以得到:

M

(t２)＝εd２J(t２)

求解系统(１)第３个方程可得:
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求解系统(１)第２个方程可得:
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则J(t２)＞０,所以M

(t２)＞０,进而M(t)＞０,由此可得:
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故系统(１)的解是非负的．特别地,在初始条件X(０)＞０,Y(０)＞０,J(０)＞０和M(０)＞０下,系统(１)
的解是正的．

下面证明解是最终有界的．令
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沿着系统(１)轨线求导得:
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因此非负解的存在区间为[０,∞)并最终有界．进而得到:

limsup
t→∞

L(t)≤
λ
m

(３)

由系统(１)第一个方程可得:

X

(t)≤λ－aX(t)

所以

limsup
t→∞

X(t)≤
λ
a
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通过系统(１)以及不等式(３)可得:

limsup
t→∞

J(t)≤
λrb

m(d１＋d２)

limsup
t→∞

M(t)≤
εd２λ
md１

故引理得证．
由引理可得系统(１)的可行域为:

Γ＝ (X,Y,J,M)|０＜X ≤
λ
a ＋１,０＜Y ≤

λ
m ＋１,{

０＜J ≤
λrb

m(d１＋d２)＋１,０＜M ≤
εd２λ
md１

＋１}

１　 平衡点和基本再生数

令系统(１)右边的所有方程都等于零,从而可得到它的唯一无病平衡点,记作:
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我们对系统(１)利用下一代矩阵的方法[６－７]来获得E０ 的稳定性．本文采用文献[７]中的记号．因为我们的感

染变量为Y,J 和M,所以,新感染项所对应的矩阵F 和依然传染项所对应的矩阵V 如下:
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所以基本再生数

R０＝ρ(FV－１)＝
３

λεd２rk
d１(d１＋d２)(a＋k１λ)

当R０ ＞１时,系统(１)存在唯一的正平衡点E１＝(X１,Y１,J１,M１),其中
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２　 稳定性分析

定理１　 当R０ ≤１时,无感染平衡点E０ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov函数
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沿着系统(１)轨线的全导数为:
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又因为λ＝aX０,代入整理得:

V


０＝
１

１＋k１X０
aX０－aX －aX０

X０

X ＋aX０
æ

è
ç

ö

ø
÷－

kMX
(１＋k１X０)(１＋k１X ＋k２M)＋

kMX０

(１＋k１X０)(１＋k１X ＋k２M)＋
kMX

１＋k１X ＋k２M －
d１(d１＋d２)

εd２r
M ＝

aX０

１＋k１X０
２－

X０

X －
X
X０

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

d１(d１＋d２)(１＋k１X)M
εd２r(１＋k１X ＋k２M) (R３

０ －１)－
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因为２－
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X －
X
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≤０,所以,当R０ ≤１时,V


０ ≤０．设

D０＝{(X,Y,J,M)|V


０＝０}
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０＝０时,由２－
X０

X －
X
X０

＝０,可得X(t)＝X０＝
λ
a．因此
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(t)＝λ－aX０－

kMX０

１＋k１X０＋k２M ＝０

由此可得M(t)＝０．根据

M

(t)＝εd２J(t)＝０

得到J(t)＝０．又根据

J

(t)＝rbY(t)＝０

可得Y(t)＝０．容易看出在D０ 里的最大不变集为:

(X,Y,J,M)|X ＝
λ
a

,Y＝０,J＝０,M ＝０{ }
由LyapunovＧLaSalle不变集原理[８] 可以得到:当R０ ≤１时,无病平衡点是全局渐近稳定的．

定理２　 当R０ ＞１时,正平衡点E１ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov函数
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沿着系统(１)轨线的全导数为:
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又因为
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代入(４)式整理可得:
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１ ≤０．设

D１＝{(X,Y,J,M)|V


１＝０}

当V


１＝０时,由２－
X１

X －
X
X１

＝０,可得X(t)＝X１．因此

X

(t)＝λ－aX１－

kMX１

１＋k１X１＋k２M ＝０

由此可得M(t)＝M１．根据

M

(t)＝εd２J(t)－d１M１＝０

得到J(t)＝J１．又根据

J

(t)＝rbY(t)－(d１＋d２)J１＝０

可得Y(t)＝Y１,容易看出在D１ 里的最大不变集为:
{(X,Y,J,M)|X ＝X１,Y＝Y１,J＝J１,M ＝M１}

由LyapunovＧLaSalle不变集原理[８] 可以得到:当R０ ＞１时,正平衡点是全局渐近稳定的．

３　 结 　 论

本文建立了一个具有BeddingtonＧDeAngelis功能反应的常微分模型,并利用下一代矩阵法计算得到基

本再生数．当R０ ≤１时,无病平衡点全局渐近稳定;当R０ ＞１时,正平衡点全局渐近稳定．在本文中,我们

没有考虑宿主体内的免疫反应,今后我们可以进一步研究具有免疫反应的疟疾模型的动力学行为．
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Abstract:Inthispaper,amalariadynamicmodelwithBeddingtonＧDeAngelisfunctionalresponseisproＧ

posed．WiththenextＧgenerationmatrixmethod,thebasicreproductionnumberR０isobtained．ByconＧ
structingLyapunovfunctions,itisshownthattheinfectionＧfreeequilibriumisgloballyasymptoticallystaＧ
blewhenR０≤１andthepositiveequilibriumisgloballyasymptoticallystablewhenR０＞１．
Keywords:BeddingtonＧDeAngelisfunctionalresponse;Lyapunovfunction;globalstability
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