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多目标优化问题近似解的最优性条件①
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摘要:研究了多目标优化问题的一类近似有效解、近似弱有效解和近似真有效解,并利用切锥、可行方向锥、ε 法

锥等几何概念刻画了近似解的必要性及充分性条件．
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我们利用数值算法求得的解大多是近似解．在实际情况中,有效解(弱有效解)往往不一定存在,但近

似解在很弱的条件下都可能存在．因此,研究近似解不仅有理论价值更有实际意义．１９７９年,文献[１]首次

引进了凸数值优化问题近似解的概念．文献[２]引进多目标规划问题的ε 有效解和ε 拟近似有效解的概

念．文献[３]对多目标规划问题又提出了几种近似解的概念．随后,近似解有了一系列的发展[４－７]．文献[８]
利用coＧradiant集的概念定义了一种新的近似有效解和近似弱有效解的概念,并说明以往研究的诸多近似

解(如 Kutateladze[１],White[３])都是它的特殊情况．文献[９]中研究了εq 有效解、弱有效解和真有效解的

最优性条件．文献[１０]中利用coＧradiant集在已有的Benson真有效解的基础之上提出了一类新的近似真有

效解的概念,并研究了这类近似真有效解的一些线性与非线性标量化结果．文献[１１]在邻近次似凸条件下

研究了多目标优化问题近似真有效解的标量化结果和鞍点定理．文献[１２]研究了一类近似解的存在性和最

优性条件．本文在文献[８－９]的基础上,利用各种锥研究了多目标优化问题近似解的最优性条件．

１　预备知识

设 Rn 是n维欧氏空间,Rn
＋ 是非负象限．设C ⊂Rn,intC 和clC 分别表示C 的内部和闭包．若C 为点

凸锥,C 的正极锥和严格正极锥分别记为C＋ 和Cs＋．对x,y ∈Rn 给出以下符号:

x ＜y⇔y－x ∈intRn

x ≤y⇔y－x ∈Rn
＋\{０}

x ≤qy⇔y－x ∈Rn
＋

考虑如下多目标优化问题(MOP):

min{f(x):x ∈S}
其中:S ⊂Rn 是非空子集,f:S →Rm．

定义１[８]　 如果对任意的d ∈C,任意的α ≥１,有αd ∈C,则称C 为coＧradiant集．
令C(ε)＝εC,∀ε＞０,且C(０)＝∪

ε＞０
C(ε)．
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定义２[８,１１]　 设ε≥０,C 为coＧradiant点集,

 如果(f(x０)－C(ε))∩f(S)⊂ {f(x)},则x０ 是(MOP)的关于C 的ε 有效解．

 如果(f(x０)－intC(ε))∩f(S)＝Ø,则x０ 是(MOP)的关于C 的ε 弱有效解．

 如果clcone(f(S)＋C(ε)－f(x０))∩ (－C(ε))⊂ {０},则x０ 是(MOP)的关于C 的εＧBenson真

有效解．
记问题(MOP)关于C的ε 有效解、ε 弱有效解和ε 真有效解分别为AE(f,C,ε),WAE(f,C,ε)

和PAE(f,C,ε)．
定义３　 设ε≥０,C 为coＧradiant点集,

 如果(f(x０)－C(ε))∩f(S ∩B)⊂ {f(x)},则x０ 是(MOP)的关于C 的局部ε 有效解．

 如果(f(x０)－intC(ε))∩f(S∩B)＝Ø,则x０ 是(MOP)的关于C 的局部ε 弱有效解,其中B
为x０ 的球形领域．

记问题(MOP)关于C的局部ε 有效解、局部ε 弱有效解分别记为LAE(f,C,ε)和LWAE(f,C,ε)．
定义４[１３]　 集合X 在x ∈X 处的切锥定义为:

T(x,X)＝{d ∈Rm:∃tj↓０,dj →d,stx＋tjdj ∈X}

集合X 在x ∈X 处的可行方向锥定义为:

D(x,X)＝{d ∈Rm:∃t＞０stx＋td ∈X}

设X ⊂Rm 是非空凸集,集合X 在x ∈X 处的ε 法锥定义为:

Nε(x,X)＝{y ∈Rm:yT(x－z)≤ε,∀z∈X}

当ε＝０时,记为

N(x,X)＝{y ∈Rm:yT(x－z)≤０,∀z∈X}

３　 近似解的锥刻画

设C 为coＧradiant点凸集,下面我们将利用各种不同的锥来研究近似的有效解、弱有效解和真有效解

的最优性条件．
定理１　 设x ∈S,ε≥０,如果

D(f(x),f(S))∩ (－C(ε)\{０})＝Ø
则x ∈AE(f,C,ε)．

证 　 利用反证法,假设x ∉AE(f,C,ε),则存在x ∈S,p ∈C(ε)\{０},使得f(x)＝f(x)－p,

因f(x)＝f(x)＋１(f(x)－f(x))∈f(S),取t＝１,由可行方向锥的定义知f(x)－f(x)∈D(f(x),

f(S)),即－p＝f(x)－f(x)∈D(f(x),f(S)),这与D(f(x),f(S))∩ (－C(ε))＝ Ø 矛盾,故x ∈
AE(f,C,ε)．

注１　 事实上,D(f(x),f(S))∩ (－C(ε)\{０})＝Ø 意味着D(f(x),f(S))∩ (－C(０)\{０})＝Ø,

x 是有效解[１４],从而x ∈AE(f,C,ε)．
定理２　 设x ∈S,ε≥０,如果

D(f(x),f(S))∩ (－intC(ε))＝Ø
则x ∈WAE(f,C,ε)．

证 　 证明方法与定理１类似．
定理１与定理２的逆命题不成立,参见如下例子:

例１　 设S＝ {x ∈R２:x１ ≥０,x２ ≥０},f:S →R２,f１(x１,x２)＝x１,f２(x１,x２)＝x２,

C(ε)＝ {x ∈R２:x１ ≥ε;x２ ≥ε},令ε＝
１
２

,易知x＝
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈AE(f,C,ε),x＝

１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈
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WAE(f,C,ε),但 D f
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f(S)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ R２,这表明 D f

１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f(S)æ

è
ç

ö

ø
÷ ∩ (－C(ε))≠ Ø,

D f
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f(S)æ

è
ç

ö

ø
÷ ∩ (－intC(ε))≠ Ø．

定理３　 设ε≥０,若T(f(x),f(S))∩ (－C(ε)\{０})＝Ø,则x ∈PAE(f,C,ε)．
证 　 因为f(S)是凸集,故有clcone(f(S)－f(x))＝T(f(S),f(x))．因此

clcone(f(S)－f(x))∩－C(ε)\{０}＝Ø
利用凸集分离定理可知存在μ ∈Rm\{０}使得

‹μ,y›＞０,∀y ∈－C(ε)\{０}
‹μ,y›≤０,∀y ∈clcone(f(S)－f(x))

因此有

‹μ,y›≥０,∀y ∈－C(ε)\{０}
‹μ,y›＞０,∀y ∈－C(ε)\{０}

下面利用反证法证明结论．假设x ∉PAE(f,C,ε),则存在y ∈－C(ε)\{０}使得

y ∈clcone(f(S)＋C(ε)－f(x))

即存在yn ∈cone(f(S)＋C(ε)－f(x))使得yn →y．从而存在λn ∈Rm
＋,xn ∈S和pn ∈C(ε),∀n∈

N,使得

yn ＝λn(f(xn)＋pn －f(x))

因y ≠０,故存在n１ ∈N 使得λn ＞０,∀n ≥n１ 成立．因此

‹μ,yn›＝λn‹μ,f(xn)＋pn －f(x)›＝

λn‹μ,f(xn)－f(x)›＋λn‹μ,pn›＜λn‹μ,f(xn)－f(x)›≤０ (１)

即‹μ,y›≤０．另一方面,由y ∈－C(ε)\{０}可知‹μ,y›≥０与(１)式矛盾,故结论成立．
定理３的反面不一定成立,参见如下例子:

例２　 参 见 例 １,易 知 x ＝
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈ PAE(f,C,ε),但 T f

１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f(S)æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝R２,因 此

T f
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,f(S)æ

è
ç

ö

ø
÷ ∩ (－intC(ε))≠Ø．

定理４　 设x ∈S,ε＞０且intC(ε)≠Ø,如果存在μ ∈－C(０)＋\{０}使得‹μ,q›＞１,对任意的

q∈－C 成立,并且Nε(f(S),f(x))∩ (－C(０)＋\{０})≠Ø,则x ∈WAE(f,C,ε)．

证 　 若x ∉WAE(f,C,ε),由定义可知存在p ∈－intC(ε),x ∈S 使得p＝f(x)－f(x)．又因

p ∈－intC(ε)知存在q∈－intC,使得p＝εq．由条件得‹μ,p›＝‹μ,εq›＞ε．即‹μ,f(x)－f(x)›＞
ε,这与μ ∈Nε(f(x),f(S))矛盾．

例３说明了定理４的合理性．
例３　 设C＝ {x ∈R２:x１＋x２ ＞１;x１ ≥０;x２ ≥０},S＝C(０)＝R２

＋,f:S →R２,f１(x１,x２)＝
x１,f２(x１,x２)＝x２,取ε＝１,μ＝ ‹－１,－１›,则对任意的q＝ (q１,q２)∈－C,有‹μ,q›＝ －(q１＋q２)＞

１,且μ＝ (－１,－１)∈Nε(f(S),f(x))．这表明定理３４中的条件成立,从而x＝ (０,０)∈WAE(f,C,ε)．
定理４的逆命题不一定成立．

例４　 在例３中,考虑x＝(１
２

,１
２

),则x ∈WAE(f,C,ε),但μ＝(－１,－１)∉Nε(f(S),f(x))．

定理５　 设x ∈S,ε≥０,如果存在μ ∈－C(０)s＋ 使得‹μ,q›＞１,∀q∈－C且Nε(f(S),f(x))∩

(－C(０)s＋)≠Ø,则x ∈PAE(f,C,ε)．
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证 　 若x ∉PAE(f,C,ε),则由定义知,存在p ∈Rm\{０}使得

p ∈clcone(f(S)＋C(ε)－f(x))∩－C(ε)\{０}

因此存在

pn ∈cone(f(S)＋C(ε)－f(x))　　　∀n ∈N
使得pn →p．

由μ ∈－C(０)s＋ 和p∈－C(ε)\{０}知‹μ,p›＞０,从而存在充分大的n１ ∈N,使得‹μ,pn›＞０,

∀n≥n１．又因pn ∈cone(f(S)＋C(ε)－f(x))知存在λn ∈Rm
＋,xn ∈S 和qn ∈C(ε)使得

pn ＝λn(f(xn)＋qn －f(x))

由p ≠０,不妨假设λn ＞０对任意的n ≥n１ 成立．因此

‹μ,f(xn)＋qn －f(x)›＞０　　　∀n ≥n１

由qn ∈C(ε)知存在qn ∈C,使得qn ＝εqn,由条件‹μ,q›＞１,∀q∈－C 知

‹μ,－qn›＝ε‹μ,－qn›＞ε
因此

‹μ,f(xn)－f(x)›＞－‹μ,qn›＞ε

这与μ ∈Nε(f(S),f(x)矛盾,故结论成立．
定理５的逆命题不一定成立．
例５　 设S＝{x ∈R２:x１ ≥０;x２ ≥０}∪ {x ∈R２:x１ ≤０;x２ ≥１}∪ {x ∈R２:x１ ≤１;x２ ≤

０},f:S →R２,f１(x１,x２)＝x１,f２(x１,x２)＝x２,C＝{x ∈R２:x１＋x２ ＞１;x１ ≥０;x２ ≥０}．令

ε＝１,易知x＝
１
２

,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈PAE(f,C,ε),取μ＝‹－１,－１›∈PAE(f,C,ε),则对任意的q＝(q１,

q２)∈－C,有‹μ,q›＝－(q１＋q２)＞１,但μ＝(－１,－１)∉Nε(f(S),f(x))．
下面我们将讨论局部性结果．
定理６　 设x ∈S,ε≥０,０∈C 且C\{０}是闭集,如果

T(f(x),f(S ∩B)＋C(ε))∩ (－C(０)\{０})＝Ø
则x ∈LAE(f,C,ε)．

证 　 反证,若x ∉LAE(f,C,ε),由定义的否定知存在xn ∈B(x,１
n

),使得

f(x)－f(xn)∈C(ε)\{０}

令tn ＝‖f(xn)－f(x)‖,dn:＝t－１
n [f(xn)－f(x)],则有

f(xn)＝f(x)＋tndn

因０∈C,有

f(xn)∈f(S)⊂f(S)＋C(ε)

又因C\{０}为闭集,因此当n 充分大使得tn↓０,dn →d 时有

d ∈T(f(x),f(S)＋C(ε))

又dn ＝
f(xn)－f(x)

tn
,当n 充分大时有d ∈－C(０)\{０},这与题设矛盾,故x ∈LAE(f,C,ε)．

注２　 若ε＝０,则x 是Borwen真有效解,从而是有效解．但ε＞０时,只能得到局部有效解．当f(S)＋
C(ε)是凸集时,x 就相当于是εＧBenson真有效解．下面的例６是为了说明ε有效解并不一定是εＧBenson真

有效解．
例６　 设S＝{x∈R２:x１＋x２ ≥０}∪{x∈R２:x１ ≤０}∪{x∈R２:x２ ≤１},f:S →R２,f１(x１,
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x２)＝x１,f２(x１,x２)＝x２,C＝{x ∈R２:x１＋x２ ≥１;x１ ≥０;x２ ≥０}．取x＝(０,０),则x ∈AE(f,

C,ε)对任意的ε＞ 成立．但x ∉PAE(f,C,ε)．
　　 定理６的逆命题不一定成立．
　　 例７　 设S＝{x ∈R２:x２ ≥x１

２},f:S →R２,f１(x１,x２)＝x１,f２(x１,x２)＝x２,C＝{x ∈

R２:x１＋x２ ≥１;x１ ≥０;x２ ≥０}∪ {(０,０)},易知x＝(０,０)∈AE(f,C,ε),因此对任意的ε＞０,

x ∈LAE(f,C,ε),但T(f(０,０),f(S)＋C(ε))＝{x ∈R２:x２ ≥０;x１ ∈R},故T(f(x),f(S)＋
C(ε))∩ (－C(０)\{０})＝{x ∈R２:x２＝０;x１ ≤－１}≠Ø．

　　 定理７　 设x ∈S,ε≥０,如果x ∈S 是(MOP)关于C 的ε 弱有效解,则

T(f(x),f(S ∩B)＋C(ε))∩－intC(０)＝Ø
　　 证 　 利用反证法．若T(f(x),f(S ∩B)＋C(ε))∩－intC(０)≠ Ø,则存在dk ∈T(f(x),

f(S∩B)＋C(ε))∩ (－intC(０)),∀k∈N 且dk →d．因此存在xk ∈f(S∩B),qk ∈C(ε),tk↓０
使得

f(x)＋tkxk ＝f(xk)＋qk　　　∀k∈N

当k充分大,令tk →r＞０,则有

f(x)－f(xk)＝－tkxk ＋qk ∈intC(０)＋C(ε)⊂intC(ε)

这与x ∈S 是(MOP)的局部弱有效解矛盾,故T(f(x),f(S ∩B)＋C(ε))∩ (－intC(０))＝Ø．
定理７的逆命题不一定成立．
例８　 设S＝ {x∈R２:－x１

２ ≤x２ ≤x１
２},f:S →R２,f１(x１,x２)＝x１,f２(x１,x２)＝x２,C(ε)＝

{x ∈R２:x１＋x２ ≥ε;x１ ≥０;x２ ≥０},令ε＝１,易知x＝ (０,０)∉LWAE(f,C,ε),但T(f(x),

f(S ∩B)＋C)＝ R×{０},T(f(x),f(S ∩B)＋C)∩ (－intC)＝ Ø．
例９　 设S＝ {x ∈R３:x２ ≥x１

２},f１(x１,x２,x３)＝x１＋x２
２,f２(x１,x２,x３)＝x２－x２

３,C(ε)＝

{y∈R３:y１＋y２＋y３ ≥ε,y１ ≥,y２ ≥０,y３ ≥０}．令ε＝１,易知x＝(０,０)∉LWAE(f,C,ε),但

T(f(x),f(S)＋C)∩ (－intC(０))＝Ø．
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OptimalityConditionsforApproximateSolutions
inMultiobjectiveOptimizationProblems
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Abstract:Inthispaper,westudythenecessaryandsufficientoptimalityconditionsforapproximateweakＧ
ly,approximateefficientlyandapproximateproperlyefficientsolutionsformultiobjectiveoptimization

problems．Here,tangentcone,εＧnormalcone,andconesoffeasibledirectionsareusedintheircharacterＧ
ization．
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