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相互作用网络耦合关系对其鲁棒性的影响①

杨程成,　杨　春
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摘要:通过构造带有调控参数α的耦合网络模型,改变两个网络耦合顶点之间的度匹配性,研究了两个相互作用

耦合网络在耦合关系变化、节点随机失效情况下的级联失效行为及其鲁棒性．在对两个耦合无标度网络的研究中

发现:随着α的减小,渗流阈值pc 也逐渐减小,鲁棒性随之增强;存在临界值αc,当α＜αc 时,网络渗流呈现二

阶相变,而当α＞αc 时,呈现一阶相变．然而,在对两个耦合随机网络的研究中发现,参数α对渗流阈值的影响相

对较小．
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复杂网络科学是描述各种各样复杂系统的交叉性学科,其研究内容主要涉及网络结构、网络动力学、
网络鲁棒性等．特别地,网络鲁棒性是复杂网络研究的重要方面[１－６]．例如,现代生活中的电力网络在受到

人为或自然破坏时,其鲁棒性的高低直接影响到相关的基础设施．随着社会的迅猛发展,各种网络的内部

关联变得更加错综复杂,而且网络与网络之间往往也相互依存、相互影响与相互制约．这种网络与网络之

间存在依赖关系的系统被称作相互作用网络．对于一个相互作用网络来说,一个网络的部分节点出现故障,
往往会引起与它耦合的网络的耦合顶点失去功能,反过来又会引起原网络的相关顶点的进一步失效,从而

产生级联失效．这种级联失效过程往往会给整个系统带来灾难性后果．例如２００３年意大利停电事故[７],

２００３年北美停电事故[８]等,这些事故都导致了其电力－计算机网络大面积崩溃,给整个国家带来了巨大的

经济损失．造成网络崩溃的根本原因是计算机网络与电力网络间的相互依赖所产生的级联失效．现代技术

产生了越来越多的相互依存的基础设施系统,对其鲁棒性的研究是设计与控制这些基础设施的最具有挑战

性的任务之一．
近十年来,相互作用网络鲁棒性研究一直都受到国内外学者的广泛关注．研究相互作用网络鲁棒性通

常是以渗流理论为基础,将系统发生渗流相变时的临界值和网络中最大连通分支大小作为衡量系统鲁棒性

的标准[９－１０]．２０１０年,Buldyrev等人应用在单网络中广泛使用的生成函数方法,提出了研究相互作用网络

级联失效的数学理论框架．研究发现对于全耦合双层相互作用网络来说,在随机攻击下产生的渗流相变属

于不连续的一阶相变,这与单网络渗流相变是连续的二阶相变显著不同[１１]．Parshani等人通过减小网络间

耦合强度,使相互作用网络渗流相变从不连续相变再变回到连续相变[１２]．DiZhou发现两个耦合无标度网

络(SFＧSF网络)在受到随机攻击时,随着耦合强度减小,渗流相变呈现三种形式:一阶相变、混合相变、二

阶相变[１３]．文献[１４]发现聚类系数对相互作用网络鲁棒性影响很大,在随机攻击下,网络聚类系数越高,
网络鲁棒性越低．在面对蓄意攻击时,高建喜等人通过把蓄意攻击映射成随机攻击,借助于生成函数方法,
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得到了研究相互作用网络在蓄意攻击下的级联失效理论框架[１５－１６]．他们发现,网络在耦合强度大于某个临

界值时,渗流相变呈现一阶相变,反之为二阶相变,同时理论获得了耦合随机网络(ERＧER网络)渗流相变

从一阶相变过渡到二阶相变的临界值．
在以上的研究中,两个相互依赖网络之间的耦合边都是随机连接的．但是,构成基础设施系统的网络

间的耦合一般不是随机的．基于此,对在不同耦合情况下相互作用网络鲁棒性的研究显得尤为重要．２０１１
年,Buldyrev等人发现,当相互作用网络中两个耦合网络是相同度分布的SF网络,同时其耦合顶点的度

也相等时,渗流相变呈二阶相变[１７]．Parshani等人对相互作用网络提出了两种内相似性指标,一个是耦合

顶点之间的度度相似性,另一个是耦合顶点相邻节点之间的度度相似性．在他们研究的航运空运网络中发

现,如果两个耦合网络内部相似,则该网络对随机攻击具有高度鲁棒性[１８]．本文从更一般的角度研究了两

个相互依赖网络之间的非随机耦合下的鲁棒性问题．首先,引入网络间的耦合关系模型pij(α),通过调整

模型中参数α来控制耦合顶点的选择概率;其次,在所提耦合模型下分别对SFＧSF网络和ERＧER网络进

行数值实验分析,发现模型的调控参数可以调控网络鲁棒性以及网络相变点随参数α的变化规律,同时发

现了网络从一阶相变到二阶相变的临界值αc,且通过解析分析和数值实验,获得了寻找该临界值的方法．

１　模型描述

本文对文献[１１]中的一对一随机耦合模型中耦合连接规则作如下重新设置．
定义顶点数都为N 的网络A 和B．集合N′A 和N′B 分别为网络A 和B 中未耦合顶点的集合,每建立

一条耦合边,则从集合N′A 和N′B 中删除相关顶点,最后始终保证每个顶点都存在其耦合顶点．设kAi 是网

络A 中顶点i的度,kBj 是网络B 中顶点j的度．N′A 中顶点i与N′B 顶点j建立耦合边的概率设置为:

pij(α)＝
kAi －kBj ＋ε( )α

∑
l∈N′B

kAi －kBl ＋ε( )α
(１)

为了保证pij(α)始终大于０,在(１)式中增加了一个常数ε(１＞ε＞０)．

在(１)式中容易得到:当α＝０时,pij(α)＝
１
N

,顶点之间的耦合属于随机耦合情形;当α＜０时,点i

和点j度数越相近,则pij(α)值越大;当α＞０时,点i和点j度数相差越大,则pij(α)值越大．这样,参

数α可以调控A 网络与B 网络顶点之间的耦合关系．
在现实世界中,重要基础设施所涉及的网络之间的耦合一般是非随机耦合,这种非随机耦合的耦合关

系可能存在多种选择．于是,我们可以通过具体背景建立某种恰当的带控制参数的数学模型,通过对模型

的实验与理论分析,找到一个控制参数α,使网络鲁棒性尽可能高,这也就相当于找到了相互依存网络优化

设计的一个方法．

２　实验结果与分析

将模型公式应用到以１－p 概率使 A网络中顶点随机失效的相互作用网络级联失效实验．当模型应用

于SFＧSF网络时,如图１(a),(b)．当α＝０,pij(α)＝
１
N

,网络间为随机耦合,所得结果与文章[１１]中的结果

吻合．随着α的增大或减小,渗流阈值增大或减小一定程度就不再变化．由图１(a)可知,α≤－６时渗流相

变已经连续．考虑SF网络度分布对渗流阈值的影响时发现,SF网络度分布指数λ对SFＧSF网络渗流阈值

影响不大,如图１(c)．对于ERＧER网络,渗流阈值变化与SFＧSF网络类似,但是网络渗流始终存在明显的

跳跃点,如图１(d)．
SF网络服从幂律分布,大致可描述为P(k)∝k－λ．在相互作用网络中,当耦合网络间的耦合边随机连

接,即α＝０时,由于网络中的大部分点都为低度顶点,只有很少的高度顶点,导致SFＧSF网络高度顶点和

低度顶点的耦合概率很高．因为遭受攻击后低度顶点容易脱离最大连通分支,一旦与之耦合的高度顶点被

破坏,网络就很容易瓦解,所以当α≥０时,SFＧSF网络会非常脆弱．另一方面,当α从０逐渐减小时,度数

越相似的顶点耦合概率增大,低度顶点容易脱离最大连通分支的特性对大度顶点的影响逐渐减小,从而网
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络的鲁棒性也逐渐增加．
对于ERＧER网络来说,ER网络度分布为泊松分布,高度数顶点和低度数顶点出现的概率相似．当α≥

０时,高度顶点和低度顶点耦合的概率增大,使高度顶点容易随着低度点的失效而失效,导致渗流阈值pc

增大．反之当α＜０时,渗流阈值pc 就会减小．与SFＧSF网络相比,在节点随机失效时,ERＧER网络中顶点

度数相对居中的节点被攻击概率很高,而低度数顶点和高度数顶点被攻击的概率相对较低,这样导致 ER
网络面对随机攻击更脆弱．所以,ERＧER网络在α＜０时,pc 的变化小于SFＧSF网络．

从SFＧSF网络的实验结果看,在α≥０时渗流相变出现跳跃的不连续相变,而α≤－６时渗流相变呈现

连续相变,所以提出一个假设:存在某个临界值αc,使得α＜αc 时,网络呈现二阶相变,α＞αc 时网络呈一

阶相变．

图１　顶点数N＝３００００的SFＧSF网络与ERＧER网络在模型控制下发生级联失效的数值模拟结果

３　寻找临界值αc

对于SFＧSF网络中渗流相变的阶数变化,希望能够寻找到αc,满足条件:当α＜αc 时,渗流相变呈现

二阶相变;当α＞αc 时,渗流相变呈一阶相变．
由于二阶相变是连续的,而一阶相变不连续,所以在跳跃点p＝pc 时,两种情况下最大连通分支大小

的增量截然不同．
引入式子:

s(p)＝
p＋ －p－

φ∞＋(p)－φ∞－(p)＝
dp

dφ(p) (２)

其中φ∞＋(p)和φ∞－(p)分别表示网络在移除１－p＋δ部分和１－p－δ部分的顶点并稳定后网络A 中最
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大连通分支的大小,则s(p)表示曲线在p 点的斜率．
因为

dφ(pc)＝ φ∞＋(pc)－φ∞－(pc)＝maxφ∞＋(p)－φ∞－(p)
若每一个dp 不变,则有:

s(pc)＝
dp

dφ(pc)＝min dp
dφ(p){ } (３)

图２　SFＧSF网络调控参数α与s(pc)的关系图

当网络渗流呈二阶相变时,由连续的定义可以知道

dφ(pc)更小,从而使得s(pc)更大;相反,当网络呈

一阶相变时,dφ(pc)更大,s(pc)反而更小．由此性

质可知在一阶相变转化为二阶相变时,s(pc)变化迅

速(如图(２)所示,其中λ＝２􀆰８,平均度m＝４),所以

由该方式可以得到需要的临界值αc,使得αc 满足上述

的条件．

４　结　论

针对目前相互作用网络的研究情况,本文通过引

入模型来调节相互作用网络的耦合关系,从更一般的

角度研究了两个相互依赖网络之间的非随机耦合下的鲁棒性问题．发现相互作用网络中网络之间随着度数

相似的节点耦合概率增大,系统的鲁棒性逐渐提高．相对ERＧER网络,模型对SFＧSF网络鲁棒性的影响较

大．除此之外,在研究SFＧSF网络时发现,模型参数存在一个临界值αc,当α＜αc 时,网络渗流呈现二阶相

变,而当α＞αc 时,呈现一阶相变．并且,根据不同类型的网络渗流相变最大连通分支的变化特点,得到了

寻找该临界值αc 的方法．
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Abstract:Westudytherobustnessofinterdependentnetworksbyconstructingamodelwithacontrollable
parameterα．Inthismodel,wechangethesimilarityofdegreebetweenmutuallydependentnodesbyconＧ
trollingtheparameterα．IntheresearchofcoupledscaleＧfreenetworkssystemswefindthatpercolation
thresholdpcdecreaseswithdecreasingα,andthatthereisathresholdαc．Thegiantcomponentapproaches
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