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闭正则模糊拟阵的单点延拓①
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摘要:定义了闭正则模糊拟阵的单点系列延拓与单点平行延拓,研究了闭正则模糊拟阵的单点系列延拓与单点平

行延拓的若干性质,得到了闭正则模糊拟阵的单点系列延拓与单点平行延拓还是闭正则模糊拟阵,给出了闭正则

模糊拟阵与截拟阵延拓之间的关系．
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拟阵的概念是由 Whitey于１９３５年提出的,它是在推广图和矩阵时提出的一种新理论．此后,BirkhorＧ
ff,Dilworth和 Maclance等研究了拟阵的几何方面的问题以及拟阵与格论的关系．２０世纪６０年代,加拿大

数学家Tutte把拟阵理论与图论充分地结合起来,取得了一系列开创性的成果．Edmonds,Minty等人把图

论算法推广到拟阵理论中,使得拟阵理论被广泛应用到组合优化、整数规划、网络流、电网络及信息安全

等许多应用领域．Welsh与 Oxley研究了拟阵的结果,拟阵与格的关系以及拟阵的极值等,并于１９７６年出

版了拟阵理论的专著,标志着拟阵理论的成熟[１－２]．拟阵理论为图论、线性代数、格论等数学研究的许多领

域提供了简单却非常有用的研究方法．近３０年来,由于组合优化理论的快速发展,拟阵理论的研究也取得

了长足发展,目前拟阵理论已经成为一个日益引人瞩目且生气勃勃的应用数学分支[３]．
拟阵理论主要是研究一个有限集合的子集合上的抽象相关关系,具有高度的概括性和抽象性．确定一

个集合上拟阵的方法很多,一个拟阵可以从独立集、基、极小圈、闭包算子和闭集等概念出发去定义,这使

得拟阵理论更便于应用到解决实际问题中．拟阵的一个重要应用就是在组合优化中,其背景如下[１－３]:
设E是一个非空有限集合,J为E的子集族．令ω:E →R＋ 是一个权函数,将其扩张为ω:２E →R＋,

使得 ∀A ∈２E,ω(A)＝ ∑
e∈A

ω(e)．考虑以下优化问题:

maxω(B)s􀆰t􀆰B ∈J (１)
则 Greedy算法对优化问题(１)有效当且仅当J为E 上的某个拟阵的独立集族．

在实际问题中,权函数ω:E →R＋ 的值未必是一个具体的实数,它的值可能是不确定的,也许我们

只能确定它在某个区间范围内,甚至它仅仅是一个模糊区间或模糊数．其形式还有:

􀃠ω:[０,１]E →R＋;

􀃡ω:２E →R＋ ([０,１]),这里R＋ ([０,１])表示模糊正实数的全体;

􀃢ω:[０,１]E →R＋ ([０,１])．
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为了解决上述权函数对应的最优化问题,一般拟阵就有其局限性．１９８８ 年,以情形 􀃠 为背景,

Goetschel和 Voxman[４] 引入了拟阵的一种模糊化方法,开始了 GoetschelＧVoxman模糊拟阵(简称 GＧV模

糊拟阵)的研究．在这之后,他们研究了 GＧV模糊拟阵的性质与结构,并给出了 GＧV 模糊拟阵的基、极小

圈、秩函数、积与和,以及Greedy算法等一系列性质[５－７]．为了解决权函数为 􀃡 与 􀃢 的模糊优化问题,考

虑模糊集本身的模糊势,史福贵教授提出了新的拟阵模糊化方法,引入了L 拟阵、M 模糊化拟阵与(L,

M) 模糊拟阵[８－９]．易知一个 GＧV模糊拟阵等价于一个完全的[０,１] 拟阵．应用新的模糊化方法,一个模

糊化拟阵与模糊代数中的模糊群、模糊环、模糊域以及模糊向量空间的情形相协调．
GＧV模糊拟阵有许多好的性质．由于闭正则GＧV模糊拟阵可以应用Greedy算法来寻找一个极大或极小

赋权模糊集,这使得 GＧV模糊拟阵的应用前景十分广泛[１０－１２]．众所周知,基在矩阵和拟阵理论的研究中有

十分重要的作用,矩阵和拟阵的许多性质也都是由基来刻画的,并且拟阵也可以用基集来等价地定义．本

文研究闭正则 GＧV模糊拟阵的单点延拓,包括系列延拓与平行延拓．本文给出的闭正则GＧV模糊拟阵与其

截拟阵延拓之间的关系及其性质,为研究闭正则 GＧV模糊拟阵的其他性质提供了一定的基础．
为方便起见,以下称 GＧV模糊拟阵为模糊拟阵．文中的概念和术语见文献[１,４－７,１０]．

１　 闭正则模糊拟阵的单点系列延拓

定理１　 设M＝ (E,J)是一闭正则模糊拟阵,０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rm ≤１为M 的基本列,x ∈E,

y ∉E．Sr１x ,Sr１
y 为两个尖．β是 M ＝ (E,J)的基集．令

β′＝{μ ∨yr１|μ ∈β}∪ {μ ∨xr１|μ ∈β且x ∉suppμ}

则β′是E′＝E ∪y 上的一个闭正则模糊拟阵的基集．
证 　 由文献[７]的定理４􀆰１,我们证明β′满足闭正则模糊拟阵的基公理．
􀃬 显然β′≠Ø．
􀃭 ∀μ′∈β′,R＋ (μ′)＝{r１,r２,􀆺,rn}．对于模糊集系统(E′,β′),以０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rn ≤１

作截系统,则(E′,C(β′))是E′上的截系统．以下证明(E′,Cr１
(β′))是E′上的分明拟阵,即证Cr１

(β′)满

足拟阵的基公理．因为

Cr１
(β′)＝{Cr１

(μ)∪y|μ ∈β}∪ {Cr１
(μ)∪x|μ ∈β且x ∉suppμ}

由文献[１０]的定理４􀆰１以及(E,J)是闭正则模糊拟阵,Cr１
(β′)中任意两个元都有相同的基数．

以下证明Cr１
(β′)满足基交换性质．设A１,A２ 是Cr１

(β′)中的任意两个元．∀a∈A１,若A１＝B１ ∪y,

A２＝B２ ∪y(其中B１,B２ ∈Cr１
(β))．

􀃠 若a＝y,取b＝y,有

(A１\a)∪b∈Cr１
(β′)

结论成立．
􀃡 若a ∈B１,由于(E,C(β))是分明拟阵,则存在b∈B２,使得

(B１\a)∪b∈Cr１
(β)

由Cr１
(β′)的定义知

((B１\a)∪b)∪y＝((B１ ∪y)\a)∪b＝(A１\a)∪b∈Cr１
(β′)

　　 所以Cr１
(β′)是E′＝E ∪y 上一个分明拟阵的基集族,即(E′,Cr１

(β′))是E′上的分明拟阵．
　　 同样地,可以证明(E′,Cr２

(β′)),(E′,Cr３
(β′)),􀆺,(E′,Crn

(β′))是E′上的一个拟阵列,并且

(E′,Cr２
(β′))⊃ (E′,Cr３

(β′))⊃ 􀆺 ⊃ (E′,Crn
(β′))

　　 容易证明,􀃠 若r∈ (ri－１,ri],则Ir ＝Iri
;

　　􀃡 若r∈ (ri,１],则Ir ＝Ø．

　　􀃮 若ξ,η ∈β′,且Sr１x ∈ξ(x ∈suppμＧsuppν,μ,ν∈β)．仅证ξ＝μ ∨Sr１
y ,η＝ν∨Sr１

y 的情形,

２ 西南大学学报(自然科学版)　　　　　http://xbbjb􀆰swu􀆰cn　　　　　第３７卷



其他情形类似．
􀃠 若Sr１x ＝Sr１

y ,则显然(ξ\\x)∨Sr１
y ＝ξ ∈β′;

􀃡 若Sr１a ∈μ(x ∈suppμＧsuppν),由于β 是(E,J)的基集,由文献[７]的定理４􀆰１,有

Sr１b ∈μ(b∈suppνＧsuppμ)

使得(μ\\a)∨Sr１b ∈β．再由β′的定义,有

((μ\\a)∨Sr１b )∨Sr１
y ＝((μ ∨Sr１

y )\\a)∨Sr１b ＝(ξ\\a)∨Sr１b ∈β′
　　 由文献[１０]的定理４􀆰１知,β′是E′上一个闭正则模糊拟阵的基集．

　　 推论１　 设M＝ (E,J)是一闭正则模糊拟阵,０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rm ≤１为M 的基本列,x ∈E,

y ∉E．Sri０x ,Sri０y 为两个尖(i０ ∈ {１,２,􀆺,m})．β是 M ＝ (E,J)的基集．令

β′＝{μ ∨yri０ |μ ∈β}∪ {μ ∨xri０ |μ ∈β且x ∉suppμ}

则β′是关于E′＝E ∪y 上的一个闭正则模糊拟阵的基集．
称此类闭正则模糊拟阵(E′,β′)是闭正则模糊拟阵(E,J)的一个单点系列延拓．
例１　 设E＝{a,b,c},以及

I１
２
＝{Ø,{a},{b},{c},{a,c},{b,c}}

I１＝{Ø,{a},{c}}

易知I１ ⊆I１
２
．令

Ir ＝
I１

２
r∈ ０,１

２
æ

è
ç

ù

û
úú

I１ r∈
１
２

,１æ

è
ç

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

以及

J＝ μ ∈F(E)|Cr(μ)∈Ir,r∈ (０,１]}{

由文献[４]的定理２􀆰４,(E,J)是一个模糊拟阵．

令μ２＝χ{a,c} ∧
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,μ３＝χ{b,c} ∧

１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,其中{{a,c},{b,c}}为(E,I１

２
)的基集族．

令μ４＝χ{a},μ５＝χ{c},其中{{a},{c}}为(E,I１)的基集族．
易知(E,J)的基为

μ(x)＝

１ x＝a
０ x＝b
１
２ x＝c

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　　　ν(x)＝

０ x＝a
１
２ x＝b

１ x＝c

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

τ(x)＝

１ x＝a
１
２ x＝b

０ x＝c

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

　　　λ(x)＝

１
２ x＝a

０ x＝b
１ x＝c

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

由定理,易知{μ,ν}为(E,J)的基集族,(E,J)的基本列为０＜
１
２ ＜１．

因为所有的基的基数相等,所以(E,J)是闭正则模糊拟阵．
设E′＝{a,b,c,d},令

β′＝{μ ∨Sr１d |μ ∈β}∪ {μ ∨Sr１x |μ ∈β且x ∉suppμ}

则(E,J′)的基集为β′,即
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(μ ∨S
１
２
d )(x)＝
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１
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因为β′中所有元素的基数都相等,所以(E,J′)是闭正则模糊拟阵．

２　 闭正则模糊拟阵的单点平行延拓

定理２　 设M＝ (E,J)是一闭正则模糊拟阵,０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rm ≤１为M 的基本列,x ∈E,

y ∉E,Sr１x ,Sr１
y 为两个尖．β是 M ＝ (E,J)的基集．令

β′＝{(μ\\x)∨Sr１
y |μ ∈β,x ∈suppμ}∪β

则β′是E′＝E ∪y 上的一个闭正则模糊拟阵的基集．
证 　 我们证明β′是E′＝E ∪y 上一个闭正则模糊拟阵的基集族．
􀃬 显然,β′≠Ø．
􀃭 ∀μ′∈β′,R＋ (μ′)＝{r１,r２,􀆺,rn}．对于模糊集系统(E′,β′),以０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rm ≤１

作截系统,则(E′,Cr１
(β′))是E′上的集系统．以下证明(E′,Cr１

(β′))是E′上的分明拟阵,即证Cr１
(β′)

满足拟阵的基公理．由于

Cr１
(β′)＝{(Cr１

(μ)\x)∪y|μ ∈β,xr１
为μ 中的一个尖}∪Cr１

(β)

由文献[１０]的定理４􀆰１以及(E,J)是闭正则模糊拟阵,Cr１
(β′)中任意两个元都有相同的基数．

以下证明Cr１
(β′)满足基交换性质．设B′１,B′２ 是Cr１

(β′)中的任意两个元．以下证明 ∀a∈B′１,存在

b∈B′２,使得
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(B′１\a)∪b∈Cr１
(β′)

　　 情形１　 若B′１＝(B１\x)∪y,B′２＝(B２\x)∪y(其中B１,B２ ∈Cr１
(β))．

　　􀃠 若a＝y,则取b＝y,有

(B′１\a)∪b＝B′１ ∈Cr１
(β′)

结论成立;

　　􀃡 若a ≠y,则a ∈B１,由于(E,C(β))是分明拟阵,存在b∈B２,使得

(B１\a)∪b∈Cr１
(β)

又由于x ∈B１ 且a ≠x,于是x ∈ (B１\a)∪b,这样由Cr１
(β′)的定义知

(((B１\a)∪b)\x)∪y＝(((B１\x)∪y)\a)∪b＝(B′１\a)∪b∈Cr１
(β′)

　　 情形２　 若B′１＝(B１\x)∪y,B′２＝B２(其中B１,B２ ∈Cr１
(β))．

􀃠 若a＝y 且x ∈B２,取b＝x 即可;

􀃡 若a＝y 且x ∉B２,对x ∈B１,存在b∈B２ 使得

(B１\x)∪b∈Cr１
(β)

这样

(B１\x)∪b∈Cr１
(β′)

即(B１\a)∪b∈Cr１
(β′);

􀃢 若a ≠y,则a ∈B１ 且a ≠x,存在b∈B２ 使得

(B１\x)∪b∈Cr１
(β)

即

(((B１\a)∪b)\x)∪y ∈Cr１
(β′)

　　 情形３　 若B′１＝B１,B′２＝B２．由于B１,B２ ∈Cr１
(β),由Cr１

(β′)的定义,有B１,B２ ∈Cr１
(β′)．

　　 同样地,可以证明(E′,Cr２
(β′)),(E′,Cr３

(β′)),􀆺,(E′,Crn
(β′))是E′上的一个拟阵列,并且

(E′,Cr２
(β′))⊃ (E′,Cr３

(β′))⊃ 􀆺 ⊃ (E′,Crn
(β′))

　　 容易证明:􀃠 若r∈ (ri－１,ri],则Ir ＝Iri
;

　　􀃡 若r∈ (ri,１],则Ir ＝Ø;

　　􀃮 若ξ,η ∈β′,且Sr１a ∈ξ(a ∈suppμＧsuppν,μ,ν∈β)．

　　 我们仅证明ξ＝(μ\\x)∨Sr１
y ,η＝(ν\\x)∨Sr１

y 的情形．

　　􀃠 若Sr１a ＝Sr１
y ,取Sr１b ＝Sr１

y ,则显然(ξ\\x)∨Sr１b ＝ξ ∈β′;

　　􀃡 若Sr１a ≠Sr１
y ,则Sr１a ∈μ(a∈suppμＧsuppν),由于β是(E,J)的基集,由文献[１０]的定理４􀆰１,

存在Sr１b ∈ν,使得

(μ\\a)∨Sr１b ∈β
由于Sr１x ∈μ 且Sr１a ≠Sr１x ,由β′的定义,有

(((μ\\a)∨Sr１b )\\x)∨Sr１
y ＝(((μ\\x)∨Sr１

y )\\a)∨Sr１b ＝(ξ\\a)∨Sr１b ∈β′
　　 由文献[１０]的定理４􀆰１知,β′是E′上的一个闭正则模糊拟阵的基集．

推论２　 设M＝ (E,J)是一闭正则模糊拟阵,０＝r０ ＜r１ ＜ 􀆺 ＜rm ≤１为M 的基本列,x ∈E,

y ∉E．Sri０x ,Sri０y 为两个尖(i０ ∈ {１,２,􀆺,m})．β是 M ＝ (E,J)的基集．令

β′＝{(μ\\x)∨Sri０y |μ ∈β,x ∈suppμ}∪β
则β′是关于E′＝E ∪y 上的一个闭正则模糊拟阵的基集．

称此类闭正则模糊拟阵(E′,β′)是闭正则模糊拟阵(E,J)的一个单点平行延拓．
例２　 设E＝{a,b,c},(E,J)如例１所示．令

E′＝{a,b,c,d}β′＝{(μ\\x)∨Sr１d |μ ∈β,x ∈suppμ}∪β
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则(E′,β′)的基本列为０＜
１
２ ＜１．

因为所有的基的基数相等,所以(E′,β′)是闭正则模糊拟阵．
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Abstract:ThedefinitionsofsingleＧelementseriesextensionandsingleＧelementparallelextensionofclosed
regularfuzzymatroidsaregiven．SomepropertiesofsingleＧelementseriesextensionandsingleＧelement

parallelextensionofclosedregularfuzzymatroidsarestudied．TherelationbetweensingleＧelementextenＧ
sionofclosedregularfuzzymatroidsandtheircutmatroidisgiven．
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