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集值非扩张映象的不动点及带误差的

Ishikawa迭代序列的收敛性①

陈清明,　欧增奇

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:在Banach空间中讨论了集值非扩张映象带误差的Ishikawa迭代序列的收敛性,然后在适当条件下证明了集

值非扩张映象存在不动点．所得结果改进了已有的一些结果．
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设E 是赋范线性空间,D 是E 的非空子集,用CB(D)表示D 中一切非空有界闭集族,对a∈E,

A,B ∈CB(D),记

d(a,A)＝inf
x∈A

‖a－x‖

令A,B 集合的 Hausdorff距离为

H(A,B)＝max{sup
x∈A

d(x,B),sup
y∈B

d(A,y)}

易见,若a,b∈E,A,B ∈CB(D),则:

　　d(a,A)≤ ‖a－b‖＋d(b,A);

　　d(a,A)≤d(a,B)＋H(A,B)．
　　定义１　 对映象T:D →CB(D),如果 ∀x,y ∈D,有

H(Tx,Ty)≤ ‖x－y‖
则称T 为集值非扩张映象．

定义２　 设D 是赋范线性空间E 的非空凸子集,T:D →CB(D)是一集值映象．{αn},{βn},{γn},
{α′

n},{β′
n},{γ′

n}都是[０,１]中的序列,满足

αn ＋βn ＋γn ＝α′
n ＋β′

n ＋γ′
n ＝１

　　 令{εn}是一列正的单调递减的数列,且满足∑
∞

n＝１
εn ＜＋∞ 和lim

n→∞

εn

αn
＝０,{pn},{qn}都是D 的有界序列．

设x１ ∈D,u１ ∈Tx１,我们构造D 中的序列{xn}如下:
令y１＝α′

１u１＋β′
１x１＋γ′

１q１,则存在v１ ∈Ty１,使得

‖v１－u１‖ ≤d(u１,Ty１)＋ε１ ≤ H(Tx１,Ty１)＋ε１

现令x２＝α１v１＋β１x１＋γ１p１,则又存在u２ ∈Tx２,使得

‖u２－v１‖ ≤d(v１,Tx２)＋ε２ ≤ H(Tx２,Ty１)＋ε１
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按这种方式进行下去,得到:

xn＋１＝αnvn ＋βnxn ＋γnpn

yn ＝α′
nun ＋β′

nxn ＋γ′
nqn

{ 　　　n ≥１ (１)

这里un ∈Txn,vn ∈Tyn,且:

‖un＋１－vn‖ ≤d(vn,Txn＋１)＋εn＋１ ≤ H(Txn＋１,Tyn)＋εn＋１

‖un －vn‖ ≤d(un,Tyn)＋εn ≤ H(Txn,Tyn)＋εn

我们称{xn}为集值映象T 的带误差的Ishikawa迭代序列．
特别地,如果γn ＝γ′

n ＝０(n ≥１),(１)式变为

xn＋１＝αnvn ＋(１－αn)xn

yn ＝α′
nun ＋(１－α′

n)xn
{ 　　　n ≥１

则称{xn}为集值映象T 的Ishikawa迭代序列(见文献[１])．
关于单值映射的Ishikawa迭代序列的收敛性与不动点问题,近年来已被许多作者研究过(见文献[２－

５])．对于集值映象的迭代序列的收敛性问题,文献[１－２,６－８]进行了研究,得到了一些重要结果,但在

这些文献中,迭代序列很少涉及带误差项的情形．受文献[１－８]的相关结论和方法的启发,本文将考虑集

值非扩张映象带误差的Ishikawa迭代序列的收敛性．
定义３[２]　 令T:D →CB(D),如果对D 中的满足lim

n→∞
d(xn,Txn)＝０的有界序列{xn},均存在

{xn}的子列{xnk
},使得

lim
k→∞

xnk ＝x∗ ∈D

则称T 为半紧的．
引理１[３]　 设{an},{bn},{cn}是３个非负实数列,满足条件

an＋１ ≤ (１＋bn)an ＋cn　　　∀n ≥１

若∑
∞

n＝１
bn ＜＋∞,∑

∞

n＝１
cn ＜＋∞,则lim

n→∞
an 存在．

引理２[４]　 设{an},{bn}是赋范线性空间E 中的两个点序列,如果有一个实数列{αn}满足:

０＜αn ≤α＜１且∑
∞

n＝１
αn ＝＋∞;

an＋１＝(１－αn)an ＋αnbn,∀n ≥１;

lim
n→∞

‖an‖＝d;

lim
n→∞

sup‖bn‖ ≤d 且 ∑
n

i＝１
αibi{ } 有界．

则d＝０．
定理１　 设D 是赋范线性空间E 的非空凸子集,T:D →CB(D)是一集值非扩张映象．{αn},{βn},

{γn},{α′
n},{β′

n},{γ′
n}都是[０,１]中的序列,满足:

αn ＋βn ＋γn ＝α′
n ＋β′

n ＋γ′
n ＝１;

０＜αn ≤α＜１且∑
∞

n＝１
αn ＝＋∞;

 ∑
∞

n＝１
α′

n ＜＋∞,∑
∞

n＝１
γ′

n ＜＋∞,∑
∞

n＝１

γn

αn
＜＋∞;

lim
n→∞

α′
n

αn
＝０,lim

n→∞

γ′
n

αn
＝０．

如果{xn}是由(１)式所定义的带误差的Ishikawa迭代序列,且{xn}有界,则lim
n→∞

d(xn,Txn)＝０．

证 　 当{xn}有界时,由于{pn},{qn}都是D 的有界序列,所以存在M ＞０,对 ∀n ≥１,有

‖xn －pn‖ ≤M　　　‖xn －qn‖ ≤M
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由定义２,我们有

‖xn＋１－un＋１‖＝‖αn(vn －un＋１)＋(１－αn)(xn －un＋１)＋γn(pn －xn)‖ ≤
αn‖vn －un＋１‖＋(１－αn)‖xn －un＋１‖＋γnM ≤
αn[H(Txn＋１,Tyn)＋εn＋１]＋(１－αn)(‖xn －xn＋１‖＋‖xn＋１－un＋１‖)＋γnM ≤
αn[αn‖yn －vn‖＋(１－αn)‖yn －xn‖]＋(１－αn)‖xn＋１－un＋１‖＋
(１－αn)αn‖vn －xn‖＋２γnM ＋αnεn＋１

因εn＋１ ≤εn,移项整理得

‖xn＋１－un＋１‖ ≤αn‖yn －vn‖＋(１－αn)(‖yn －xn‖＋‖vn －xn‖)＋
２γn

αn
M ＋εn＋１ ≤

αnα′
nH(Txn,Tyn)＋(１－αnα′

n)‖vn －xn‖＋

(１－αn)‖yn －xn‖＋ αnγ′
n ＋

２γn

αn

æ

è
ç

ö

ø
÷M ＋αnα′

nεn ＋εn＋１ ≤

[(１－２αn ＋αnα′
n)α′

n ＋１]‖un －xn‖＋(１－αnα′
n)[H(Txn,Tyn)＋εn]＋

(１＋αnα′
n)γ′

n ＋
２γn

αn

é

ë
êê

ù

û
úúM ＋(１＋αnα′

n)εn ≤

[１＋２α′
n(１－αn)]‖un －xn‖＋２

γn

αn
＋γ′

n
æ

è
ç

ö

ø
÷M ＋２εn

若记

an ＝un －xn　　　bn ＝２α′
n(１－αn)　　　cn ＝２

γn

αn
＋γ′

n
æ

è
ç

ö

ø
÷M ＋２εn

则有

‖an＋１‖ ≤ (１＋bn)‖an‖＋cn　　　∀n ≥１

由条件  及∑
∞

n＝１
εn ＜＋∞ 知,∑

∞

n＝１
bn ＜＋∞,∑

∞

n＝１
cn ＜＋∞．再由引理１得lim

n→∞
‖an‖ 存在,记lim

n→∞
‖an‖＝d．

易见{un －xn}有界,再由{xn}有界,从而推出{un}有界．
现令

bn ＝
１
αn

(un＋１－un)＋un －vn ＋
γn

αn
(xn －pn)

则有

an＋１＝(１－αn)an ＋αnbn

且

‖bn‖ ≤
１
αn

‖un＋１－un‖＋‖un －vn‖＋
γn

αn
M ≤

１
αn

‖un＋１－vn‖＋ １＋
１
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un －vn‖＋

γn

αn
M ≤

１
αn

[H(Txn＋１,Tyn)＋εn＋１]＋ １＋
１
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷ [H(Txn,Tyn)＋εn]＋

γn

αn
M ≤

１
αn

‖xn＋１－yn‖＋ １＋
１
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖yn －xn‖＋ １＋

１
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷εn ＋

εn＋１

αn
＋
γn

αn
M ≤

‖yn －vn‖＋
２
αn

‖yn －xn‖＋ １＋
２
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷εn ＋

２γn

αn
M ≤

(１－α′
n)‖un －xn‖＋ １＋

２
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷α′

n‖un －xn‖＋ ２＋
２
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷εn ＋２

γn

αn
＋
γ′

n

αn
＋γ′

n
æ

è
ç

ö

ø
÷M ≤

１＋
２α′

n

αn

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖un －xn‖＋ ２＋

２
αn

æ

è
ç

ö

ø
÷εn ＋２

γn

αn
＋

２γ′
n

αn

æ

è
ç

ö

ø
÷M
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由条件  知lim
n→∞

γn

αn
＝０,再由条件 ,并注意到{un －xn}有界,我们有

lim
n→∞

sup‖bn‖ ≤d

最后,

‖∑
n

i＝１
αibi‖＝‖∑

n

i＝１

(ui＋１－ui)＋∑
n

i＝１
αi(ui－vi)＋∑

n

i＝１
γi(xi－pi)‖ ≤

‖un＋１－u１‖＋∑
n

i＝１
αi‖ui－vi‖＋∑

n

i＝１
γi‖xi－pi‖ ≤

‖un＋１－u１‖＋∑
n

i＝１
αi‖yi－xi‖＋∑

n

i＝１
αiεi＋M∑

n

i＝１
γi ≤

‖un＋１－u１‖＋∑
n

i＝１
α′

i‖ui－xi‖＋ ∑
n

i＝１
γ′

i＋∑
n

i＝１
γi( )M ＋∑

n

i＝１
εi

因点列{ui}与{ui－xi}有界,又因:

∑
∞

n＝１
α′

n ＜＋∞　　　∑
∞

n＝１
γ′

n ＜＋∞

∑
∞

n＝１
εn ＜＋∞　　　∑

∞

n＝１
γn ≤ ∑

∞

n＝１

γn

αn
＜＋∞

所以 ∑
n

i＝１
αibi{ } 有界．因此由引理２可得

lim
n→∞

d(xn,Txn)＝０

　　 定理２　 设D 是赋范线性空间E 的非空闭凸子集,T:D →CB(D)是半紧的集值非扩张映象．
F(T)≠Ø(F(T)表示T 的不动点集),且 ∀p∈F(T),有Tp＝ {p}．如果{xn}同定理１所定义,则

{xn}收敛到T 在D 中的某个不动点．
证 　 我们首先证明:∀p ∈F(T),有lim

n→∞
‖xn －p‖ 存在．

由于{xn},{pn},{qn}都是D 的有界序列,所以存在M ＞０,对 ∀n ≥１,有:

‖xn －pn‖ ≤M　　　‖xn －qn‖ ≤M
　　 因Tp＝{p},所以

‖xn＋１－p‖ ≤αn‖vn －p‖＋(１－αn)‖xn －p‖＋γnM ≤
αnH(Tyn,Tp)＋(１－αn)‖xn －p‖＋γnM ≤
αn‖yn －p‖＋(１－αn)‖xn －p‖＋γnM ≤
αn[α′

n‖un －p‖＋(１－α′
n)‖xn －p‖＋γ′

n‖xn －qn‖]＋
(１－αn)‖xn －p‖＋γnM ≤
αnα′

nH(Txn,Tp)＋(１－αnα′
n)‖xn －p‖＋(αnγ′

n ＋γn)M ≤
‖xn －p‖＋(γ′

n ＋γn)M
记

an ＝‖xn －p‖　　　bn ＝０　　　cn ＝(γn ＋γ′
n)M

由条件可知∑
∞

n＝１
cn ＜＋∞,由引理１得lim

n→∞
an 存在,即lim

n→∞
‖xn －p‖ 存在．

其次,由定理１,得lim
n→∞

d(xn,Txn)＝０,再由T 的半紧性知{xn}有收敛的子列{xnk
},记lim

k→∞
xnk ＝

p ∈D．下证p 是T 的不动点．事实上,

d(p,Tp)≤ ‖xnk －p‖＋d(xnk
,Tp)≤

‖xnk －p‖＋d(xnk
,Txnk

)＋H(Txnk
,Tp)≤２‖xnk －p‖＋d(xnk

,Txnk
)
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令k→ ∞,得d(p,Tp)＝０,注意到Tp 是闭集,因此,p ∈F(T)．又由于lim
n→∞

‖xn －p‖ 存在,所以

lim
n→∞

xn ＝p ∈D．

定理３　 设D 是Banach空间E 的非空紧凸子集,T:D →CB(D)是集值非扩张映象,则T 在D 中

有不动点．
证 　 设{xn}是由(１)式所定义的带误差的Ishikawa迭代序列,因D 是Banach空间E 的紧集,所以D

是有界闭集,从而{xn}有界．在定理１的条件下,已证得lim
n→∞

d(xn,Txn)＝０．

再由D 的紧性知{xn}有收敛的子列{xnk
},记lim

k→∞
xnk ＝p ∈D．类似定理２可证p 是T 的不动点．

注１　 定理３改进了文献[７]的定理２２,去掉了空间的一致凸性,并把δ 集值非扩张映象减弱为

Hausdorff距离下的集值非扩张映象．
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Abstract:ThispaperdiscussestheconvergenceoftheIshikawaiterationsequenceswitherrorsformultiＧ
valuednonexpansivemappings．Undersomesuitableconditions,theexistenceoffixedpointsformultivalＧ
uednonexpansivemappingsisobtained．Someoftheresultsextendandimprovethecorrespondingknown
results．
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