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半群OIn 的偏度秩①
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摘要:设OIn 是[n]上的保序严格部分一一变换半群．首次引入半群OIn 的m 偏度秩的概念．对任意１≤m≤n－１,

证明了半群OIn 的m 偏度秩存在的充要条件是m 与n 互素,并得到了半群OIn 的m 偏度秩均为n．
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设[n]＝{１,２,􀆺,n},并赋予自然序,In 和Sn 分别是[n]上的对称逆半群和对称群．设α ∈In,若

对任意x,y ∈dom(α),x ≤y可推出xα≤yα,则称α是保序的．设OIn 为严格对称逆半群In\Sn 中的所

有保序变换之集,则OIn 是In 的逆子半群,称OIn 为保序严格部分一一变换半群．
通常,一个有限半群S 的秩定义为:

rankS＝min{|A|:A ⊆S,‹A›＝S}
如果S 由它的幂零元集N 生成,那么S 的幂零元秩定义为:

NdrankS＝min{|A|:A ⊆N,‹A›＝S}
文献[１]考虑了对称逆半群In 的子半群

SPn ＝{α∈In:|im(α)|≤n－１}

得到半群SPn 的秩为n＋１．文献[２]考虑了半群I(n,r)＝{α ∈In:|im(α)|≤r}的秩和幂零元秩．文献

[３]研究了半群OIn 的表示和秩,得到了半群OIn 的秩为n．最近,文献[４]考虑了半群OIn 的理想OI(n,r)＝
{α∈OIn:|im(α)|≤r}的生成集的特征和秩,得到了半群OI(n,r)的秩为Cr

n．值得注意的是,有限半群

S 的幂零元秩和幂等元秩分别是考虑有限半群S 的幂零元生成集和幂等元生成集的最小基数．因此,我们

可以考虑对有限半群S 的生成集附加某种性质,定义半群S 的具有某种性质的秩．本文将在半群OIn 中首

次引入元素的偏度概念,研究半群OIn 的偏度秩．
设S是半群,对任意a∈S,通常用Ra,La,Ha 分别表示a所在的R 类、L 类、H 类．本文未定义的

术语及记法参见文献[５]．
据文献[３]的结果,OIn 中的 Green关系有如下刻划:

αLβ⇔im(α)＝im(β)

αRβ⇔dom(α)＝dom(β)

αDβ⇔|im(α)|＝|im(β)|
且OIn 是H平凡的,即对任意α ∈OIn,有|Hα|＝１,其中 Hα 是α 所在的H 类．对０≤r≤n－１,记
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Dr ＝{α∈OIn:|im(α)|＝r}

则OIn 有n 个D 类:D０,D１,􀆺,Dn－１,并且OIn ＝∪
n－１

r＝０
Dr．下面我们考察OIn 的顶端D 类Dn－１．设

R(i)＝{α∈Dn－１:dom(α)＝[n]\{i}}　　　i＝１,２,􀆺,n
L(j)＝{α∈Dn－１:im(α)＝[n]\{j}}　　　j＝１,２,􀆺,n

H (i)
(j)＝R(i) ∩L(j)

则OIn 的顶端D 类Dn－１ 有n个R 类:R(１),R(２),􀆺,R(n),n个L 类:L(１),L(２),􀆺,L(n)以及n２ 个H
类 H (i)

(j)(i,j∈ [n])．注意到:

R(i)＝∪
n

k＝１
H (i)

(k)　　　L(j)＝∪
n

k＝１
H (k)

(j)

Dn－１＝∪
n

k＝１
R(k)＝∪

n

k＝１
L(k)＝∪

n

i,j＝１
H (i)

(j)

　　 注意到OIn 是H平凡的,显然|H (i)
(j)|＝１．为方便起见,我们用符号μi

j 表示H 类H (i)
(j)中的唯一元素,

即 H (i)
(j)＝{μi

j}．事实上,由OIn 的保序性可知:

μi
j ＝

１ 􀆺 i－１ i＋１ 􀆺 j j＋１ 􀆺 n
１ 􀆺 i－１ i 􀆺 j－１ j＋１ 􀆺 n
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　　　i＜j

μi
j ＝

１ 􀆺 j－１ j 􀆺 i－１ i＋１ 􀆺 n
１ 􀆺 j－１ j＋１ 􀆺 i i＋１ 􀆺 n
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　　　i＞j

μi
j ＝

１ 􀆺 i－１ i＋１ 􀆺 n
１ 􀆺 i－１ i＋１ 􀆺 n
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　　　i＝j

　　 设α ∈OIn,定义

ω(α)＝ ∑
i∈dom(α)

(i－iα)

任意取i,j∈ [n],若i＝j,则ω(μi
j)＝０;若i＜j,则

ω(μi
j)＝∑

j－i

k＝１

[(i＋k)－(i＋k－１)]＝j－i

若i＞j,则

ω(μi
j)＝∑

i－j

k＝１

[(j＋k－１)－(j＋k)]＝j－i

因此,对任意i,j∈ [n],有ω(μi
j)＝j－i．显然|ω(μi

j)|＝|j－i|≤n－１．
注意到

Dn－１＝∪
n

i,j＝１
H (i)

(j)＝∪
n

i,j＝１
{μi

j}

考虑D 类Dn－１ 中的典型元μi
j,令

λμij ＝
ω(μi

j) i≤j
n＋ω(μi

j) i＞j{
称λμij

为元素μi
j 的偏度．为方便起见,我们用Gm 表示Dn－１ 中偏度为m(０≤m ≤n－１)的元素构成的集

合．如果半群OIn 是由Gm 的子集合生成,那么半群OIn 的m 偏度秩定义为:

Srankm OIn ＝min{|A|:A ⊆Gm,‹A›＝OIn}

显然rankOIn ≤Srankm OIn．
注１　 设μi

j ∈Dn－１,则显然λμij ＝０的充要条件是i＝j,即μi
j 是幂等元(μi

j 是dom(μi
j)上的恒等变

换)．因此,G０ 表示Dn－１ 中的所有幂等元之集．众所周知,半群OIn 不是幂等元生成的,故半群OIn 的０ 偏

度秩不存在．
本文的主要结论为:
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定理１　 设n≥３且１≤m ≤n－１,则半群OIn 由集合Gm 生成的充要条件是n与m 互素．当n与m
互素时,Srankm OIn ＝n．

注２　 首先,为方便起见,在本文中,凡是整数的加法运算,均是在模n 的剩余类环中进行的．例如,

μ
i＋n
j＋n ＝μ

i
j＋n ＝μ

i
j
,μi

０＝μ
i
n 等．

由μi
j 的定义易得以下引理:

引理１　 设n ≥３,则:

􀃠μi
lμk

j ＝μi
j 当且仅当l＝k(modn);

􀃡μi
lμk

j ∈OI(n,n－２)＝∪
n－２

k＝０
Dk( ) 当且仅当l≠k(modn)．

引理２　 设n ≥３且１≤m ≤n－１,则Gm ＝{μi
i＋m:i∈ [n]}．

证 　 记Pm ＝ {μi
i＋m :i∈ [n]}．注意Gm 表示Dn－１ 中偏度为m(１≤m ≤n－１)的元素构成的集

合,且

Dn－１＝∪
n

i,j＝１
H (i)

(j)＝∪
n

i,j＝１
{μi

j}

任意取α ∈Gm ⊆Dn－１,则存在i,j∈ [n],使得α＝μi
j．由前面所述可知,ω(μi

j)＝j－i,从而由偏度的

定义可得:当i≤j时,λμij ＝j－i;当i＞j时,λμij ＝n＋(j－i)．假设λμij ＝m．

􀃠 若i≤j,则j＝i＋m,从而α＝μi
j ＝μi

i＋m ∈Pm;

􀃡 若i＞j,则j＝i＋m－n,于是j≡i＋m(modn),从而由注２可得,α＝μi
j ＝μi

i＋m ∈Pm．
再由α 的任意性可得Gm ⊆Pm．

任意取α ∈Pm,则存在i∈ [n],使得α＝μi
i＋m．由１≤m ≤n－１且１≤i≤n可得,２≤i＋m ≤

２n－１．
􀃠 若２≤i＋m ≤n,则λα ＝λμii＋m ＝ (i＋m)－i＝m,从而由Gm 的定义可知,α∈Gm,注意到m ＜n;

􀃡 若n ＜i＋m ≤２n－１,则存在ki ∈ {１,２,􀆺,n－１},使得i＋m＝n＋ki,于是由注２可

得α＝μ
i
i＋m ＝μ

i
n＋ki ＝μ

i
ki

,从而λα ＝λi
μki

＝n＋(ki－i)＝ (n＋ki)－i＝ m,进而由Gm 的定义可

知,α ∈Gm．
再由α 的任意性可得Pm ⊆Gm．

引理３　 设１≤m ≤n－１且１≤i≤n,令

Rm
i ＝‹Gm›∩R(i)

则

Rm
i ＝{μ

i
i＋km

:k∈N}

　　 证 　 注意到

R(i)＝∪
n

k＝１
H (i)

(k)＝∪
n

k＝１
{μi

k}

设Dm
i ＝{μ

i
i＋km

:k∈N},则显然Dm
i ⊆R(i)．任意取α ∈Dm

i ,则存在k∈N,使得α＝μ
i
i＋km．

􀃠 若k＝１,则由引理２可得

α＝μi
i＋m ∈Gm ∩R(i) ⊆ ‹Gm›∩R(i)＝Rm

i

　　􀃡 若k≥２,则对任意s∈ {１,２,􀆺,k－１},存在is ∈ [n],使is ≡i＋sm(modn),从而由引理２
及注２可得

μ
i
i＋m ∈Gm　　　μ

i＋sm
[i＋sm]＋m ＝μ

is
is＋m ∈Gm

再由引理１及注２可得

μi
i＋mμ

i１
i１＋mμ

i２
i２＋m􀆺μ

ik－１
ik－１＋m ＝μi

i＋mμ
i＋m
(i＋m)＋mμ

i＋２m
(i＋２m)＋m􀆺μ

i＋(k－１)m
[i＋(k－１)m]＋m ＝μ

i
i＋km ＝α

从而α ∈ ‹Gm›∩R(i)＝Rm
i ．

再由α 的任意性可得Dm
i ⊆Rm

i ．
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任意取α ∈Rm
i ⊆ ‹Gm›,则由引理２可知,存在i１,i２,􀆺,is ∈ [n],使得

α＝μ
i１
i１＋mμ

i２
i２＋m􀆺μ

is
is＋m

其中μ
i１
i１＋m,μ

i２
i２＋m,􀆺,μ

is
is＋m ∈Gm．注意到R(i)＝∪

n

k＝１
H (i)

(k)＝∪
n

k＝１
{μi

k}且Rα ＝R(i)(因Rm
i ⊆R(i))．由引理２可

得

Gm ∩Rα ＝Gm ∩R(i)＝{μi
i＋m}

再由α ∈Rm
i ⊆R(i) ⊆Dn－１ 及Gm ⊆Dn－１ 可得αRμ

i１
i１＋m,于是

μ
i１
i１＋m ∈Gm ∩Rα ＝{μi

i＋m}

从而μ
i１
i１＋m ＝μi

i＋m．进而i１＝i(modn)．

􀃠 若s＝１,则由注２可得,α＝μ
i１
i１＋m ＝μ

i
i＋m ∈Dm

i ;

􀃡 若s≥２,则由α ∈Rm
i ⊆R(i) ⊆Dn－１ 易知

μ
i１
i１＋mμ

i２
i２＋m,μ

i２
i２＋mμ

i３
i３＋m,􀆺,μ

is－１
is－１＋mμ

is
is＋m ∈Dn－１

于是由引理１可得

i２＝i１＋m(modn)

i３＝i２＋m (modn)
⋮

is ＝is－１＋m (modn)

从而由i１＝i(modn)可得

ik ＝i＋(k－１)m(modn)　　　２≤k≤s
进而,由引理１及注２可得

α＝μ
i１
i１＋mμ

i２
i２＋m􀆺μ

is
is＋m ＝μ

i
i＋mμ

i＋m
i＋２m􀆺μ

i＋(s－１)m
i＋sm ＝μ

i
i＋sm ∈Dm

i

再由α 的任意性可得Rm
i ⊆Dm

i ．
引理４　 设a,b是两个不全为０的整数,则a 和b互素的充要条件是存在s,t∈Z,使得sa＋tb＝１．
证 　 见文献[６]的定理１３．
引理５　 设n ≥３,则OIn ＝‹Dn－１›且rankOIn ＝n．
证 　 见文献[３]的引理２􀆰７及命题２􀆰８．
定理１的证明 　 对１≤m ≤n－１且１≤i≤n,令Rm

i ＝‹Gm›∩R(i)．若Gm 是半群OIn 的生成集,

即OIn ＝‹Gm›,则

Rm
i ＝‹Gm›∩R(i)＝OIn ∩R(i)＝R(i)

从而由引理３可得

R(i)＝Rm
i ＝{μ

i
i＋km

:k∈N}

再由R(i)＝∪
n

k＝１
H (i)

(k)＝∪
n

k＝１
{μi

k}及注２可知

μi
i＋１ ∈R(i)＝{μ

i
i＋km

:k∈N}

于是存在k０ ∈N,使得μi
i＋１＝μ

i
i＋k０m

,从而i＋１≡i＋k０m(modn),即k０m ≡１(modn)．进而,存在t∈Z,

使k０m－１＝ －tn,即k０m＋tn＝１．再由引理４可得(n,m)＝１,即n和m 互素．

由R(i)＝∪
n

k＝１
H (i)

(k)＝∪
n

k＝１
{μi

k}及注２可得

R(i)＝{μi
i＋１,μi

i＋２,􀆺,μi
i＋n}

若n和m 互素,则由引理４知,存在k０,t∈Z,使k０m＋tn＝１,从而k０m ≡１(modn)．现在,取自然数s,
使得sn＋k０ ∈N．由k０m ≡１(modn)可得

(pms)n＋pk０m ≡p (modn)　　　１≤p ≤n
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于是

i＋p(sn＋k０)m ≡i＋p (modn)　　　１≤p,i≤n
从而由注２可得

μ
i
i＋p(sn＋k０)m ＝μ

i
i＋p　　　１≤p,i≤n

显然p(sn＋k０)∈N．由引理３可知Rm
i ＝{μ

i
i＋km

:k∈N},于是μ
i
i＋p ＝μ

i
i＋p(sn＋k０)m ∈Rm

i ,从而

R(i)＝{μi
i＋１,μi

i＋２,􀆺,μi
i＋n}⊆Rm

i ＝‹Gm›∩R(i) ⊆ ‹Gm›

进而,Dn－１＝∪
n

i＝１
R(i) ⊆ ‹Gm›．再由引理５可得OIn ＝‹Gm›,即Gm 是半群OIn 的生成集．

综上所述,半群OIn 由集合Gm 生成的充要条件是n 与m 互素．若n 与m 互素,则OIn ＝‹Gm›,从而

rankOIn ≤|Gm|
由引理２可得

Gm ＝{μi
i＋m:i∈ [n]}

于是|Gm|＝n,从而rankOIn ≤|Gm|＝n．注意到rankOIn ≤Srankm OIn．由引理５可知,rankOIn ＝n,
从而SrankmOIn ≥rankOIn ＝n．因此,SrankmOIn ＝n．
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