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两平面常宽等腰梯形的对称混合等周亏格估计①
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摘要:研究了平面上两常宽等腰梯形的对称混合等周亏格,得到了两平面常宽等腰梯形对称混合等周亏格的上界

估计．当两平面凸集K０,K１ 均为 Reuleaux三角形时,其对称混合等周亏格达到最大值．
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设K 为欧氏平面R２ 中的点集,如果对于任意的A ∈K 和B ∈K,连接A 和B 两点的线段也属于K,
则称K 为凸集．凸集K 的边界记为∂K,∂K 的长度称为凸集K 的周长．

欧氏平面R２ 中,面积为A 周长为L 的域K 的经典等周不等式为

L２－４πA ≥０ (１)
等号成立的充分必要条件是K 为圆盘．

可以定义域K 的等周亏格为

Δ(K)＝L２－４πA (２)

Δ(K)刻画了面积为A 周长为L 的域K 与一半径为L
２π

的圆的差别程度．２０世纪２０年代,Bonnesen发现了

一系列形如

L２－４πA ≥Bk (３)
的不等式,其中的Bk 是与K 有关的几何不变量,Bk 非负,且当K 为圆盘时Bk 为０．这些不等式是等周不

等式的加强,称为Bonnesen型不等式．
同样,可以考虑如下逆Bonnesen型不等式:

Δ(K)＝L２－４πA ≤Uk (４)
其中Uk 为非负的几何不变量．

文献[１－５]中定义欧氏平面R２ 中两凸域K０,K１ 的对称混合等周亏格为等周亏格的推广,并利用积分

几何方法得到了欧氏平面R２ 中两凸域K０,K１ 的对称混合等周不等式及Bonnesen型对称混合等周不等式,
同时给出了对称混合等周亏格的上界与下界估计．

定义１　 设K０,K１ 为欧氏平面R２ 中面积分别为A０,A１,周长分别为L０,L１ 的凸域,则K０,K１ 的对

称混合等周亏格定义为

Δ２(K０,K１)＝L２
０L２

１ －１６π２A０A１ (５)

　　 如果存在与K０,K１ 有关的几何不变量BK０K１
,使得
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Δ２(K０,K１)≥BK０K１
(６)

其中BK０K１
非负,且当K０,K１ 为圆盘时BK０K１

为０．形如(６)式的不等式称为Bonnesen型对称混合等周不

等式．
引理１[２－５]　 设K０,K１ 为欧氏平面R２ 中面积分别为A０,A１,周长分别为L０,L１ 的凸域,则

L２
０L２

１ －１６π２A０A１ ≥０ (７)
等号成立的充分必要条件是K０,K１ 为圆盘．

同样可以考虑:是否存在一个几何不变量UK０K１
,使得

Δ２(K０,K１)≤UK０K１
(８)

　　 关于凸域K０,K１ 的对称混合等周亏格的上界,周家足、任德麟等最近取得了一些进展:

　　引理２[４]　 设Ki(i＝０,１)为欧氏平面R２ 中面积分别为Ai,周长分别为Li 的凸域,Ki 的最大内接圆

半径和最小外接圆半径分别为ri(i＝０,１)和Ri(i＝０,１),则有

Δ２(K０,K１)≤４π２L０L１(R０R１－r０r１)

Δ２(K０,K１)≤１６π４L０L１(R２
０R２

１ －r２
０r２

１)

Δ２(K０,K１)≤
π２L２

０L２
１

A０A１
(R２

０R２
１ －r２

０r２
１)

其中每一个不等式的等号成立的充分必要条件是K０,K１ 均为圆盘．
本文中,我们研究文献[６]中最近得到的常宽等腰梯形,得到两平面常宽等腰梯形对称混合等周亏格

的上界估计,即当两平面凸集K０,K１ 均为Reuleaux三角形时其对称混合等周亏格达到最大值．

１　 预备知识

在平面直角坐标系XOY 中,任意一条直线G 可用原点到它的距离p 和从X 正半轴与它法线的夹角φ
来确定,这样G 的方程为

G(p,φ):xcosφ＋ysinφ－p＝０　　　０≤p ＜＋∞,０≤φ ＜２π (９)
当直线G 过原点时p＝０．

设K 为凸集,它沿φ 方向的支持函数定义为

p＝sup{p１:G１(p１,φ)∩K ≠Ø} (１０)
(１０)式中p 相应的直线G(p,φ)称为K 沿φ 方向的支持线,支持线把平面分成两个部分,使K 完全包含

在其中的一个半平面内．
支持函数在积分几何与凸几何中占有非常重要的地位,凸集的一些基本量能用它来表示,平面凸集的

周长L 和面积A 可表示为[７]:

L＝∫
２π

０
p(φ)dφ (１１)

A＝
１
２∫

２π

０
p(φ)dφ＋p″(φ)dφ (１２)

凸集K 的宽度函数定义为

ω(φ)＝p(φ)＋p(φ＋π) (１３)
由(１３)式可见,ω(φ)是对应于方向φ 和φ＋π的两平行支持线间的距离,称之为凸集K 沿φ 方向的宽度．
由(１１)式可得

L＝∫
π

０
ω(φ)dφ (１４)

　　 若ω(φ)＝d(常数),则称K 为常宽凸集,其边界曲线∂K 称为常宽曲线．
　　 关于常宽凸集的研究,有很长的历史和丰富的内容[７－８]．显然,圆是常宽凸集．德国工程师Reuleaux
于１８７６年构造出非圆的常宽凸集,即 Reuleaux三角形,其构造为:等边三角形ΔA１A２A３ 中,分别以

A１,A２,A３ 为圆心,A１A２,A２A３,A３A１ 为半径作弧A１A２
􀮣 􀮥􀪁􀪁 ,A２A３

􀮣 􀮥􀪁􀪁 ,A３A１
􀮣 􀮥􀪁􀪁 ,由这３段圆弧围成的凸域是非

圆的常宽凸集．
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在所有的常宽曲线中,Barbier于１８６０年首次证明了[９]:所有宽度为d 的平面常宽曲线的周长都等于

直径为ω(φ)＝d 的圆的周长,即πd．
由等周不等式可得,平面常宽凸集中圆所围成的面积最大．而Blaschke和Lebesgue[１０－１３]分别独立证

明了如下著名的BlaschkeＧLebesgue定理:

引理３　 在所有宽度为d 的平面常宽凸集中,Reuleaux三角形的面积最小,为π－ ３
２ d２．

２　 平面两常宽凸集的对称混合等周亏格的上界估计

文献[６]由对角线等于底边长的一类等腰梯形构造了一类新的常宽凸集 ——— 常宽等腰梯形(如图１):

图１　 常宽等腰梯形

在图１的等腰梯形ABCD 中,AC＝BD＝CD＝d,AC 与BD 相交于点O,以O 为圆心,分别以OA
为半径作弧AB︵,以OC 为半径作弧CD︵;以C 为圆心,以d为半径作弧AD︵;以D 为圆心,以d为半径作弧

BC︵．由以上４段圆弧组成的曲线是宽度为d的常宽曲线,所围凸体为常宽凸集,即常宽等腰梯形．这类常宽

等腰梯形的面积由两对角线的夹角θ＝∠COD 及宽度d 决定,即:
引理４[６]　 宽度为d 的常宽等腰梯形的面积为

A(θ)＝
d２

２

θ－２θsinθ
２－sinθ

２sin２ θ
２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

　　　 π
３ ≤θ≤π (１５)

由定义１及引理４,我们得到平面两常宽等腰梯形的对称混合等周亏格的上界．
定理１　 设K０,K１ 为欧氏平面R２ 中面积分别为A０,A１,宽度分别为d０,d１ 的常宽等腰梯形,则K０,

K１ 的对称混合等周亏格Δ２(K０,K１)满足不等式

Δ２(K０,K１)≤π２(３π－２３)(２３－π)d２
０d２

１ (１６)
等号成立的充要条件是K０,K１ 均为Reuleaux三角形．

证 　 由引理４知,宽度分别为d０,d１ 的常宽等腰梯形的面积分别为:

A０＝A(θ０)＝
d２

０

２

θ０－２θ０sin
θ０

２－sinθ０

２sin２θ０

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

　　　 π
３ ≤θ０ ≤π

与

A１＝A(θ１)＝
d２

１

２

θ１－２θ１sin
θ１

２－sinθ１

２sin２θ１

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

　　　 π
３ ≤θ１ ≤π

由定义１及引理４,它们的对称混合等周亏格为
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Δ２(K０,K１)＝π４d２
０d２

１ －１６π２d
２
０

２

θ０－２θ０sin
θ０

２－sinθ０

２sin２θ０

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

d２
１

２

θ１－２θ１sin
θ１

２－sinθ１

２sin２θ１

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

＝

π２d２
０d２

１ π２－４
θ０－２θ０sin

θ０

２－sinθ０

２sin２θ０

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

θ１－２θ１sin
θ１

２－sinθ１

２sin２θ１

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

记

f(θ０,θ１)＝
θ０－２θ０sin

θ０

２－sinθ０

２sin２θ０

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

θ１－２θ１sin
θ１

２－sinθ１

２sin２θ１

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

当π
３ ≤θ０ ≤π时,有

∂f
∂θ０

＝
１－sin

θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

sin３θ０

２

tan
θ０

２－
θ０

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ１－２θ１sin
θ１

２－sinθ１

２sin２θ１

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

≥０

当π
３ ≤θ１ ≤π时,有

∂f
∂θ１

＝
１－sin

θ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

sin３θ１

２

tan
θ１

２－
θ１

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ０－２θ０sin
θ０

２－sinθ０

２sin２θ０

２

＋π

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

≥０

当θ１＝
π
３

时,可得

f
π
３

,π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤fθ０,

π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤f π,π

３
æ

è
ç

ö

ø
÷

当θ０＝
π
３

时,可得

f
π
３

,π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤f

π
３

,θ１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤f

π
３

,πæ

è
ç

ö

ø
÷

由此知f(θ０,θ１)在θ０＝θ１＝
π
３

,即K０,K１ 均为Reuleaux三角形时取得最小值,所以Δ２(K０,K１)在

θ０ ＝θ１ ＝
π
３

时取得最大值,由此得到

Δ２(K０,K１)≤π２(３π－２３)(２３－π)d２
０d２

１

　　 由定义１、引理４及定理１,我们立即得到如下对称混合等周亏格的另外２个上界:
　　 推论１　 设K０,K１ 为欧氏平面R２ 中面积分别为A０,A１,宽度分别为d０,d１ 的常宽等腰梯形,则有

Δ２(K０,K１)≤
４π２(３π－２３)(２３－π)

(π－ ３)２
A０A１ (１７)

等号成立的充要条件是K０,K１ 均为Reuleaux三角形．
推论２　 设K０,K１ 为欧氏平面R２ 中面积分别为A０,A１,周长分别为L０,L１ 的常宽等腰梯形,则有

Δ２(K０,K１)≤
(３π－２３)(２３－π)

π２ L２
０L２

１ (１８)

等号成立的充要条件是K０,K１ 均为Reuleaux三角形．
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