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非循环子群的共轭类个数为７的有限幂零群①

赵　冲,　吕　恒

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:设G 是有限群,用δ(G)表示有限群G 的非循环子群的共轭类个数．δ(G)对群G 的结构有较强的影响,研究

了非循环子群共轭类数是７的有限幂零群的分类．
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在群论中,常常借助子群的性质去研究大群的结构和性质．在本文中,我们用G 表示有限群,δ(G)表

示有限群G 的非循环子群的共轭类个数．众所周知,δ(G)＝０当且仅当G 循环．文献[１]证明了:δ(G)＝１
当且仅当G 内循环,并给出了分类．文献[２－３]分别研究了当δ(G)＝２,δ(G)＝３时的可解群,并给出了分

类,这两类群分别有９类和１４类,在此不一一列举．符合条件的可解群的分类数随着δ(G)的增大而增多．
对于可解群的讨论也变得越来越复杂．文献[２]证明了:δ(G)≤４时,有限群G 是可解的,所以δ(G)＞４,
在不好判定可解性的情况下,幂零性又比可解性相对特殊,就只讨论有限幂零群的分类情况了．所以文

献[４－６]相继讨论的是δ(G)＝４,δ(G)＝５,δ(G)＝６时的有限幂零群的情况,并给出了完全分类．文
献[７－９]也研究了具有某些特殊子群的有限群．在本文中,n(G)表示G 的子群个数,Qn 表示n阶广义

四元数群,Dn 表示n阶广义二面体群,Zn 表示n阶循环群．其它术语和符号都是标准的,参见文献[１０]．
引理１[１０]　 设|G|＝pn,０≤k≤n,则sk(G)≡１(modp)．
引理２[１０]　 设|G|＝pn,１＜m ＜n,若sm(G)＝１,则G 循环．

引理３[５]　 设G 为循环群,|G|＝pα
１

１p
α
２

２ 􀆺pα
t

t ,其中pi(i＝１,２,􀆺,t)是互不相同的素数,αi(i＝１,

２,􀆺,t)是正整数,则n(G)＝(α１＋１)(α２＋１)􀆺(αt＋１)．
定理１　 设G 是有限幂零群,且|π(G)|≥２,δ(G)＝７,则G 有且只有１个非循环的Sylow子群．
证 　 若G 的Sylow子群均循环,因G 是幂零群,则G 是循环群,与δ(G)＝７矛盾．假设G 至少有２个

非循环的Sylow子群,我们将推出这一假设也与δ(G)＝７矛盾,从而G 有且只有１个非循环的Sylow子群．
由G 是幂零群,则

G＝P１×P２×P３×􀆺×Pt

其中Pi 是G 的SylowＧpi 子群,|Pi|＝pα
i

i (i＝１,２,􀆺,t),不妨设p１ ＜p２．不失一般性,假设此时P１,P２

均为非循环群,则

|P１|＝pα
１

１ 　　　α１ ≥２
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|P２|＝pα
２

２ 　　　α２ ≥２
下面对P１,P２ 的阶分情况讨论:

当|P１|＝p２
１,|P２|＝p２

２ 时,有:

G ≅Zp１
×Zp１

×Zp２
×Zp２

×P３×􀆺×Pt

n(Zp２
×Zp２

)＝１＋p２＋１＋１≥６

则这些子群与P１ 作直积,生成的群都是包含P１ 的非循环子群,且均正规于G,从而G 中包含P１ 的非循环

子群共轭类个数不小于６．同理

n(Zp１
×Zp１

)＝１＋p１＋１＋１≥５

则G 中包含P２ 的非循环子群共轭类个数不小于５．从而δ(G)≥６＋５－１＝１０,与δ(G)＝７矛盾．

当|P１|＝p２
１,|P２|＝pα

２
２ (α２ ≥３)时,P２ 的不同阶子群的个数不小于４,同理G 中包含P１ 的非循环

子群共轭类个数不小于４．又因|P１|＝p２
１,且P１ 非循环,则P１ ≅Zp１

×Zp１
,则

G ≅Zp１
×Zp１

×P２×P３×􀆺×Pt

又因

n(Zp１
×Zp１

)＝１＋p１＋１＋１≥５

则G 中包含P２ 的非循环子群共轭类个数不小于５．从而δ(G)≥４＋５－１＝８,与δ(G)＝７矛盾．

当|P１|＝pα
１

１ (α１ ≥３),|P２|＝pα
２

２ (α２ ≥３)时,由文献[１０]中内循环群的分类,P１,P２ 不能全为内

循环群．不妨设P２ 为非内循环群,则存在真子群H ≤P２,且H 非循环．又因P１ 的不同阶子群的个数不小

于４,设其子群为M１,M２,􀆺,Mi(i≥４),则G 中包含非循环子群的共轭类至少有P２×Mi,H ×Mi,则

δ(G)≥８,与δ(G)＝７矛盾．
综上所述,假设“G 至少有２个非循环的Sylow子群”不成立,则G 有且只有１个非循环的Sylow子群．
定理２　 设G 是有限幂零群,且|π(G)|≥２,δ(G)＝７,则G 同构于下列群之一:

􀃠G ≅Zp１
×Zp１

×Zp６
２
;

􀃡G ≅Q８×Zp６
２
．

证 　 因G 是幂零群,则G＝ P１×P２×􀆺×Pt,其中Pi(i＝１,２,􀆺,t)是G 的SylowＧpi 子群,且

t≥２．因δ(G)＝ ７,由定理１知G 有且只有１个非循环的Sylow子群,不妨设为P１,则G＝ P１×K,

那么K 为循环群．又因(|P１|,|K|)＝１,|K|＞１,由于K 中任意阶子群有且只有１个,故K 中任

意子群与P１ 作直积都是非循环不共轭的．因δ(G)＝７,则只能是δ(P１)＝１,n(K)＝７．由文献[１]知

P１ ≅Zp１
×Zp１

,Q８．由引理３知K ≅Zp６
２
．从而

G ≅Zp１
×Zp１

×Zp６
２

或者

G ≅Q８×Zp６
２

　　 定理３　 设G 是p 群,且δ(G)＝７,则G 同构于下列群之一:

􀃠G ≅ ‹a,b,c|a５＝b５＝c５＝１,[a,b]＝c,[a,c]＝１,[b,c]＝１›;

􀃡G ≅Zp７ ×Zp;

􀃢G ≅ ‹a,b|ap７

＝１,bp ＝１,ab ＝a１＋p６›,p ≠２;

􀃣G ≅ ‹a,b|a２４
＝１,b２＝１,ab ＝a－１›＝D２５;

􀃤G ≅ ‹a,b|a２５

＝１,b２＝a２４,ab ＝a－１›＝Q２６;

􀃥G ≅ ‹a,b|a２７

＝１,b２＝１,ab ＝a１＋２６›．
证 　因为p 群的每个极大子群都正规,所以G的每个极大子群自成一个共轭类．设M１,M２,􀆺,Ms 是
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G 的所有极大子群．若s＝１,由引理２,G 是循环群．又由引理１知,p 群不可能恰含２个极大子群,所以

s≥３．下面分两种情况讨论:
情形１　 若G 的极大子群皆为非循环群．由δ(G)＝７,则３≤s≤６．
当s＝３时．不失一般性,设有:
(a)δ(M１)＝δ(M２)＝１,δ(M３)＝４;
(b)δ(M１)＝１,δ(M２)＝２,δ(M３)＝３;
(c)δ(Mi)＝２(i＝１,２,３)．

由于有３个极大子群的p 群必为二元生成的２ 群,所以p＝２．
若为(a),由文献[１],M１,M２ ≅Z２×Z２,Q８．若M１,M２ ≅Z２×Z２,由于p 群的极大子群的阶相同,

则|M３|＝４,而由文献[４],这样的M３ 是不存在的．若M１,M２ ≅Q８,同理|M３|＝８,而由文献[４],这

样的M３ 也是不存在的．
若为(b),由文献[１],M１ ≅Z２×Z２,Q８．若M１ ≅Z２×Z２,同上,因极大子群的阶相同,这样的M３ 是不

存在的．若M１ ≅Q８,同理|M２|＝|M３|＝８,而由文献[２－３],M２ ≅Z４×Z２,M３ ≅D８．又由于G 为二

元生成的１６阶群,考虑G/G′,由于G是p 群,且无循环极大子群,则|G/G′|≥４．若|G′|＝４,则G为极

大类２ 群,从而存在循环极大子群,矛盾．若|G′|＝２,则G 为内交换群,与D８ 不交换矛盾．
若为(c),由文献[２],Mi ≅Z４×Z２(i＝１,２,３),则G 为二元生成的１６阶群,同样去考虑G/G′,则G

必为内交换群,所以可以确定

G ≅ ‹a,b|a４＝b４＝１,ab ＝a－１›
而此时G 的极大子群为３个,但这３个极大子群有交,则δ(G)＝５,故也不成立．则s≠３．

假设s＝４．不失一般性,设有:(a)δ(M１)＝δ(M２)＝δ(M３)＝１,δ(M４)＝３;
(b)δ(M１)＝δ(M２)＝１,δ(M３)＝δ(M４)＝２．

由于有４个极大子群的p 群必为３ 群,所以p＝３．由文献[１],M１ ≅Z３×Z３,故|G|＝３３,则G 的极

大子群的阶为９,９阶群或为循环群,或为初等交换群,显然矛盾．则s≠４．
假设s＝５．不失一般性,设δ(M１)＝δ(M２)＝δ(M３)＝δ(M４)＝１,δ(M５)＝２．由于有５个极大子群的

p 群必为２ 群,所以p＝２．若为(a),由文献[１],Mi ≅Z２×Z２,Q８(i＝１,２,３,４)．若Mi ≅Z２×Z２,这

样的M５ 是不存在的．若Mi ≅Q８,又由于G 为１６阶群,类似地考虑G/G′,则G 必为内交换群,与Q８ 不

交换矛盾．则s≠５．
假设s＝６．不失一般性,设δ(Mi)＝１(i＝１,２,３,４,５,６)．由于有６个极大子群的p 群必为５ 群,所

以p＝５．由文献[１],Mi ≅Z５×Z５(i＝１,２,３,４,５,６),故|G|＝５３,且无循环极大子群．由文献[１０],

G ≅Z５×Z５×Z５

或者

G ≅ ‹a,b,c|a５＝b５＝c５＝１,[a,b]＝c,[a,c]＝１,[b,c]＝１›
对于前一种,极大子群个数１＋p＋p２＝３１＞６,矛盾．对于后一种,考虑|G/Φ(G)|＝|G/G′|＝５２,则

极大子群个数为１＋p＝６．则G ≅ ‹a,b,c|a５＝b５＝c５＝１,[a,b]＝c,[a,c]＝１,[b,c]＝１›．
情形２　 若G 存在循环极大子群,因G 不为循环群,又由文献[６],知G 只能同构于下列群之一:

􀃠G ≅Zp７ ×Zp;

􀃡G ≅ ‹a,b|ap７

＝１,bp ＝１,ab ＝a１＋p６›,p ≠２;

􀃢G ≅ ‹a,b|a２５

＝１,b２＝１,ab ＝a－１›＝D２５;

􀃣G ≅ ‹a,b|a２５

＝１,b２＝a２４,ab ＝a－１›＝Q２６;

􀃤G ≅ ‹a,b|a２７

＝１,b２＝１,ab ＝a１＋２６›．
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Abstract:LetGbeafinitegroupandδ(G)denotethenumberofconjugateclassesofthenonＧcyclicsubＧ

groupsofG．Itisquiteclearthatδ(G)givesalotofinformationofG．Inthispaper,wediscussthestrucＧ
tureoffinitenilpotentgroupG with７conjugateclassesofnonＧcyclicsubgroups．
Keywords:finitenilpotentgroup;pＧgroup;Sylowsubgroup
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