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周期GilpinＧAyala脉冲收获系统的最优控制策略①
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摘要:研究一类由周期 GilpinＧAyala模型描述的脉冲收获系统的优化控制问题．在固定时刻对种群实施脉冲收获,

在周期环境下,考虑收获成本因素,以最大经济净收益为管理目标,研究不同的收获努力量对经济收益的影响,并

获得最优的收获策略．首先研究了该系统周期解的存在唯一性和全局渐近稳定性,进一步利用脉冲微分方程的极值

原理和一些分析技巧,得到了最优收获策略满足的数值方程组,最后在一种特殊情况下得到了最优控制策略的具

体表达式,验证了所得到的主要结果．其研究结果推广改进了一些现有文献的相关结论．

关　键　词:周期 GilpinＧAyala系统;脉冲收获;极值原理;最大经济净收益

中图分类号:TP２７３　　　　文献标志码:A　　　　文章编号:１６７３ ９８６８(２０１５)１０ ００９３ ０６

可再生资源优化管理问题的研究和资源的可持续发展密切相关,近年来如何利用有限的可再生资源,

实现其可持续开发和利用的相关问题,受到广泛的关注．对于生物资源的优化控制问题,许多学者对其研

究并取得了一些重要结果．在文献[１－２]中,作者系统地阐述了可再生资源优化管理的基本理论和方法．
文献[３]讨论了脉冲泛函微分方程周期解的存在性,文献[４－７]讨论了logistic模型的连续收获及脉冲收获

问题,文献[８－１１]研究了Gompertz模型的脉冲收获问题．目前所研究的脉冲收获系统大部分都以最大持

续产量或周期末的最大储量为管理目标[６－７,９,１１],没有考虑收获成本,但在实际种群收获过程中的成本花

费是必不可少的,本文所研究的性能指标函数中考虑了收获成本因素,且假设收获成本与收获努力量成正

比,这类优化问题更具实际意义．

１　 模型描述

GilpinＧAyala模型是logistic模型的推广,模型更加符合实际,由于模型本身的特点,研究起来也变得

比较困难．文献[１２]讨论了一类时滞GilpinＧAyala系统周期解的存在性,文献[１３]研究了自治GilpinＧAyala
模型的最优连续收获问题．目前关于 GilpinＧAyala模型的脉冲优化控制问题的研究结果还较少,本文主要

讨论由周期 GilpinＧAyala模型描述的脉冲收获系统的优化控制问题．在给定时刻对种群实施脉冲收获,考

虑收获成本因素,以最大经济净收益为管理目标,研究不同的收获努力量对经济收益的影响,并确定最优

的收获策略．文献[７]对周期logistic脉冲收获系统的最优控制策略进行了研究,本文的研究结果推广改进

了文献[７]的相关结论．
所要研究的模型由下面脉冲微分系统描述:
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系统(１)中的第一式为描述种群增长的GilpinＧAyala模型,x(t)为t时刻的种群数量,r(t)表示种群的内禀

增长率,θ为正常数,m(t)＞０,m(t)xθ＋１(t)项描述种群生长的密度制约因素,r(t),m(t)都是连续的T

－周期函数;第二式描述了在ti(i∈N＋＝{１,２,})时刻对种群以努力量Ei 进行比例收获,并且假设存

在一个q∈N＋,对所有i∈N＋,使得ti＋q＝ti＋T,Ei＋q＝Ei,其中x(ti
＋)＝lim

h→０＋
x(ti＋h)．为了保证可

持续发展,主要研究系统在保持周期变化的前提下的最优控制问题,所以要求系统的解具有周期性．
x(t)＝x(t＋T) (２)

如果当t≠ti 时x(t)连续可微,在t＝ti 处x(t)左连续,x(ti
＋)存在,并且x(t)满足(１)式中各式及(２),

则称x(t)是(１)式的一个周期解．
本文选取收获努力量E＝(E１,,Eq)作为控制变量,定义允许集为

D＝{E＝(E１,,Eq),０≤Ek ＜１,k＝１,,q,且系统(１)存在唯一正周期解}

性能指标函数定义为每个周期内的经济净收益,即为

J(E)＝∑
q

i＝１

[Kx(ti)Ei－LEi] (３)

其中K 和L 为正常数,分别表示种群的单价以及单位努力收获成本．x＝x(t)表示在控制变量E＝(E１,

,Eq)之下(１)式对应的正周期解．K∑
q

i＝１
x(ti)Ei 表示总收益,L∑

q

i＝１
Ei 表示收获总成本．

如果存在E∗ ∈D,使得

J(E∗ )＝sup
E∈D

J(E) (４)

则称E∗ 为一个最优控制策略,并以x∗ (t)表示相应的解曲线．

２　 系统正周期解的存在性及稳定性

定理２１　 如果条件

∏
q

i＝１

(１－Ei)e∫
T
０
r(t)dt

＞１ (５)

成立,则系统(１)存在唯一的正T－周期解,并且是全局渐近稳定的．
证 　 对(１)式作变换u(t)＝x－θ(t),得到下面非齐次线性脉冲系统:

du(t)
dt ＝－θr(t)u(t)＋θm(t) t≠ti

u(ti
＋)＝(１－Ei)－θu(ti) i＝１,,q

ì
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í
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(６)

直接求解,可得到系统(６)满足初值条件t＝０时u＝u(０)的唯一解为

u(t)＝u(０)∏
０＜ti＜t

(１－Ei)－θe
－θ∫t

０
r(s)ds

＋θ∫
t

０ ∏
s＜ti＜t

(１－Ei)－θe
－θ∫t

s
r(σ)dσ

m(s)ds

由(２)式得,u(０)＝u(T),在条件(５)之下,由上式可得

u(０)＝[１－∏
q

i＝１

(１－Ei)－θe
－θ∫T

０
r(s)ds]－１θ∫

T

０ ∏
s＜ti＜T

(１－Ei)－θe
－θ∫s

T
r(σ)dσ

m(s)ds＞０

由上式易知,当u(０)＞０时,则对所有的t∈R,有u(t)＞０,因此得到系统(６)的唯一正周期解．如果记

该周期解为up(t),则xp(t)＝[up(t)]－１/θ
为系统(１)的唯一正周期解．

下面证明在定理的条件下,周期解xp(t)是全局渐近稳定的．
设x＝x(t)为系统(１)的具有任意正初值x(０)＝x０ ＞０的解,则u(t)＝x－θ(t)为系统(６)的具有初
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值u(０)＝u０＝１/x０
θ ＞０的解．

由于

d(u)＝inf
t≥０

u(t)＞０,d(up)＝inf
t≥０

up(t)＞０

得到

|x(t)－xp(t)|＝|u
－１/θ(t)－up

－１/θ(t)|＝

|
up

１/θ(t)－u
１/θ(t)

up
１/θ(t)u

１/θ(t)
|≤

|up
１/θ(t)－u

１/θ(t)|
[d(u)d(up)]１

/θ

由于条件(５)保证了系统(６)的解是全局渐近稳定的,由上式可知系统(１)的解也是全局渐近稳定的．证毕．
注２１　从上面的证明过程可知,当条件(５)成立时,系统(１)存在唯一的正周期解,而当条件(５)反向

成立时,系统(１)不存在正周期解．因此可得允许集的表示式为

D＝{E＝(E１,,Eq),０≤Ek ＜１,k＝１,,q,且满足∏
q

i＝１

(１－Ei)＞e
－∫T

０
r(t)dt}

３　 优化问题求解

本文所要研究的控制问题(１)－(４)是一个脉冲优化控制问题,文献[１４－１５]给出了脉冲微分系统的

极值原理,为了直接利用文献[１４－１５]中的极值原理研究此问题,需将问题转化为(－J)(E)＝∑
q

i＝１

[LEi－

Kx(ti)Ei]的极小值问题,即寻求E∗ ∈D,使得

(－J)(E∗ )＝inf
E∈D

(－J)(E) (７)

按照文献[１４]的记号,有

f０＝０,g０＝LEi－Kx(ti)Ei

f１＝r(t)x(t)－m(t)xθ＋１(t),g１＝－Eix(ti)
首先容易证明优化控制问题满足脉冲优化控制问题极值原理所需要的必要条件(参照文献[１４])．

若用 H 表示“连续”Hamilton函数,Hc 表示“脉冲”Hamilton函数,则有

H(λ,x)＝λ[r(t)x(t)－m(t)xθ＋１(t)]

Hc ＝LEi－Kx(ti)Ei－λ(ti
＋)Eix(ti)

其中λ＝λ(t)为协态变量．
由文献[１４]中的极值原理知,如果E＝(E１,,Eq)∈D 是一个优化控制策略,并且x＝x(t)是该

最优收获策略E 对应的解曲线,则一定存在协态变量λ(t),满足协态方程:

dλ
dt＝－

ƏH
Əx ＝λ[(θ＋１)m(t)xθ(t)－r(t)] t≠ti

λ(ti)＝λ(ti
＋)＋

ƏHc

Əx ＝(１－Ei)λ(ti
＋)－KEi i＝１,２,,q

λ(t)＝λ(t＋T)
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(８)

如果最优控制策略E 在intD 取得,则Hc 在E 处取得极值,此时最优控制策略E 应满足下面的奇异条件:

ƏHc

ƏE ＝L－Kx(ti)－λ(ti
＋)x(ti)＝０ (９)

下面,结合式(１)－式(２),式(８)－式(９)求解最优策略．
首先,求得系统(１)满足初值条件x(t０

＋)＝x０ 的解为

x(t)＝[x－θ
０ ∏

t０＜ti＜t

(１－Ei)－θe
－θ∫

t

t０
r(s)ds

＋θ∫
t

t０ ∏
s＜ti＜t

(１－Ei)－θe
－θ∫t

s
r(σ)dσ

m(s)ds]－１/θ
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特别地,当t＝ti＋１ 时,有

x(ti＋１)＝{[(１－Ei)x(ti)]－θDi＋１＋Bi＋１}
－１/θ (１０)

其中

Di＋１＝e
－θ∫

ti＋１

ti
r(s)ds

Bi＋１＝θ∫
ti＋１

ti
e

－θ∫
ti＋１

s
r(σ)dσ

m(s)ds,i＝１,２,,q

(１０)式为状态方程(１)的频闪映射,同时也是优化策略E＝ (E１,,Eq)和对应的解x(t)应满足的一

组条件．
另一方面,在(ti,ti＋１]上分别积分状态方程(１)和协态方程(８)中的微分方程,得到

x(ti＋１)＝x(ti
＋)e∫

ti＋１

ti
r(t)－m(t)xθ(t)dt (１１)

λ(ti＋１)＝λ(ti
＋)e∫

ti＋１

ti
(θ＋１)m(t)xθ(t)－r(t)dt (１２)

将(１１)式代入(１２)式,得到

λ(ti＋１)＝
λ(ti

＋)
Di＋１

x(ti
＋)

x(ti＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú

θ＋１

(１３)

再将奇异条件(９)和频闪映射(１０)代入(１３)式,得到

λ(ti＋１)＝
L

x(ti)－Ké

ë
êê

ù

û
úúD

１
θ
i＋１[１－Bi＋１xθ(ti＋１)]

θ＋１
－θ (１４)

进一步,结合奇异条件(９)和协态方程(８)中的脉冲条件,得到

λ(ti＋１)＝(１－Ei＋１)
L

x(ti＋１)
－Kæ

è
ç

ö

ø
÷－KEi＋１ (１５)

由(１４)式和(１５)式可得到优化策略E 和对应的解x(t)应满足的另一组关系式:

L
x(ti)－Ké

ë
êê

ù

û
úúD

１
θ
i＋１[１－Bi＋１xθ(ti＋１)]

θ＋１
－θ ＝(１－Ei＋１)

L
x(ti＋１)

－Kæ

è
ç

ö

ø
÷－KEi＋１ (１６)

在(１０)式和(１６)式中取i＝１,,q,则由(１０)式和(１６)式共得到２q个方程,又注意到周期条件ti＋q＝ti＋

T,Ei＋q＝Ei(i∈N＋),因此(１０)式和(１６)式恰好包含２q个末知数Ei,x(ti),i＝１,,q．关系式(１０)和

(１６)构成了优化问题(１)－(４)的优化控制策略和其解曲线所应满足的优化系统．优化系统是一个数值方程

组,一般情况下可以用数值方法求解．如果求得优化系统的解属于允许集D,则其为最优解．

４　 一种特殊情况

这一部分考虑 GilpinＧAyala模型的一种特殊情形,当θ＝１时,得到了logistic模型系统,同时令L＝０,

即不考虑成本因素．
这时系统(１)变为

dx(t)
dt ＝r(t)x(t)－m(t)x２(t) t≠ti

x(ti
＋)＝(１－Ei)x(ti) i∈N＋x(０)＝x０

ì

î

í

ïï

ïï

(１７)

性能指标函数为

J(E)＝∑
q

i＝１
Kx(ti)Ei (１８)

下面不妨取K ＝１(这样假设不会影响优化策略的研究结果)．
由关系式(１０)和(１６),对i＝１,,q,得到
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x(ti)＝
１－ Di

Bi

Ei＝１－
Di＋１ (１－ Di＋１ )

１－ Di

Bi

Bi＋１

因此,如果下面条件成立:

Di＋１ (１－ Di＋１ )

１－ Di

Bi

Bi＋１
＜１

可获得当t∈ (ti,ti＋１],i＝１,,q时,系统对应的最优种群水平为:

xp(t)＝[e
－∫

t

ti
r(σ)dσ

Bi＋１[Di＋１ －Di＋１]－１＋∫
t

ti
m(s)e

－∫t
s
r(σ)dσ

ds]－１

以及一个周期内的最大收益:

J(E)＝∑
q

i＝１
x(ti)Ei＝∑

q

i＝１

１－ Di

Bi
－

Di＋１ (１－ Di＋１ )
Bi＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

由于Bq＋１＝B１,Dq＋１＝D１,因此

J(E)＝∑
q

i＝１

(１－ Di )２

Bi

这与文献[７]所得到的相关结果完全一致．

５　 总 　 结

本文利用脉冲微分方程的极值原理和一些分析技巧,研究了周期 GilpinＧAyala模型描述的脉冲收获系

统的优化控制问题．在比例收获的条件下,考虑如何选择收获策略使经济净收益达到最大,在定理２１的条

件成立时获得了正周期解的存在唯一性和渐近稳定性,并得到了最优收获策略满足的数值方程组．本文所

用的研究方法和所获得的结论为资源管理者制定优化管理决策提供了理论依据,具有重要的实际意义．
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OptimalControlStrategyforthePeriodic
GilpinＧAyalaImpulsiveHarvestingSystem

GUO HaiＧye,　DOUJiaＧwei,　ZHAO　Lian
CollegeofMathematicsandInformationScience,ShaanXiNormalUniversity,Xian７１００６２,China

Abstract:Inthispaper,weinvestigatetheoptimalcontrolofaclassoftheimpulsiveharvestingsystemdeＧ
scribedbytheperiodicGilpinＧAyalamodel．Thespeciesisharvestedatfixedmomentsforeconomicprofit
undertheperiodicitycondition．ThemainpurposeistoresearchtheinfluenceofdifferentimpulsiveharvesＧ
tingeffortsonthesystemandobtaintheoptimalharvestingpolicywhichmaximizestheprofit．Weassume
thatprofitisthedifferencebetweeneconomicrevenueandcostandthecostisproportionaltothecontrol
variable．Firstly,itisshownthatthesystemhasauniquepositiveperiodicsolutionwhichisgloballyasＧ

ymptoticallystableundertheappropriateconditions．Further,theoptimalcontrolstrategyischaracterized
bythenumericalequationsbythemaximumprincipleoftheimpulsivedifferentialsystemandsomeanalyＧ
sistechniques．Finally,thepreciseoptimalcontrolstrategyisachievedforaspecialcase．
Keywords:periodicGilpinＧAyalasystem;impulsiveharvesting;maximumprinciple;maximumeconomic

netrevenue
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