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摘要:基于追踪器的思想讨论了参数不确定的分数阶混沌系统的自适应同步问题．应用两种不同的方法来实现同

步．一种方法为构造合适的控制器从而得到和响应系统相同阶的误差系统,进而应用分数阶系统稳定的理论;另一

种为构造一个新的响应系统,把分数阶系统转换为整数阶系统,进而利用Lyapunov稳定性理论．选取Chen系统和

Qi系统进行数值模拟验证结论的有效性．并与已有的针对不同阶系统同步的 Laplace变换方法进行比较．
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分数阶微积分与整数阶微积分有几乎相同的历史,然而由于理论的复杂性及缺乏相应的物理背景,一

直未得到应有的发展[１]．直到１９８２年 Mandelbort[２]指出自然界中存在大量分数维现象以来,分数阶微积分

迅速成为研究热点．在描述复杂物理力学问题时,分数阶模型的物理意义更清晰,表述更简洁;分数阶控制

拓展了控制的自由度且具有记忆功能[３]．
混沌同步因其在工程、生物、信息处理等领域的潜在应用价值而得到人们的广泛研究．人们相继提出

了时滞反馈法[４]、自适应方法[５]、脉冲方法[６－７]和滑模变结构方法[８]等同步方法．这些方法也被应用到分数

阶混沌系统中,取得了一定的成果[９]．但是由于分数阶的研究起步较晚,其稳定判断成为了进一步研究的

阻扰．胡建兵[３,１０]等人提出了判断分数阶混沌系统的稳定性定理,一定程度上缓解了这一问题．目前的同步

研究针对于同为整数阶或分数阶的混沌系统．对于不同阶的混沌系统的同步研究,主要是通过 Laplace变

换的方法将分数阶转换为整数阶再进行同步研究．还有一种方法为通过追踪器的思想,让整数阶的输出信

号去追踪分数阶的输出信号,进而实现同步,如:文献[１１]提出了用追踪器的思想实现了整数阶与分数阶

的反馈同步问题;文献[１２－１３]用Laplace变换的方法实现了分数阶与整数阶混沌系统的同步问题．但是

两个不同阶的分数阶混沌系统的同步研究却很少．
另一方面,由于建模误差、测量误差、线性近似等原因,不确定性经常发生在各种系统中．不确定性通

常表现在参数上,人们提出了神经网络和滑模方法[１４]、脉冲方法[１５]等来研究参数不确定性．
针对这一问题,本文考虑用两种方法来实现参数不确定的不同阶的分数阶混沌系统的自适应同步问

题．一种方法为追踪器的思想,让一个分数阶系统的输出变量去追踪另一个分数阶系统的输出变量;另一
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种方法为基于输出变量将其中一个系统重新构造为整数阶系统．

１　 定义和引理

定义１[１]　RiemannＧLiouville分数阶微分定义

dqf(t)
dtq ＝

１
Γ(n－q)

dq

dtq∫
t

０

f(s)
(t－s)q－n＋１ds (１)

式中:n 为正整数;q为阶数,且有n－１≤q＜n;Γ(􀅰)为伽马函数．

引理１[３]　 对于分数阶系统dqx(t)
dtq ＝f(x(t)),f(x(t))满足Lipschitz条件,当系统的阶数０＜q≤

１,如果对任意的变量x(t)都存在一个正定矩阵P 使得

J＝x(t)TPdqx(t)
dtq ≤０ (２)

恒成立,则分数阶系统是渐进稳定的．

２　 参数不确定的系统同步研究

考虑两个参数不确定的分数阶混沌系统,其阶数并不相同．
驱动系统和受控响应系统分别为

dαx(t)
dtα ＝Ax(t)＋f(x(t))＋Δf(x(t))＋D１(t) (３)

dβy(t)
dtβ ＝By(t)＋g(y(t))＋Δg(y(t))＋D２(t)＋u(t) (４)

其中:α,β为系统的阶数;x(t),y(t)∈R是系统的状态变量;而A,B∈Rn×n 是系统线性部分的系数矩阵;

f(x(t)),g(y(t)):R＋×Rn → Rn 为 非 线 性 项;Δf(x(t))＝ Δf１,Δf２,􀆺,Δfn( ) T 和 Δg(y(t))＝

Δg１,Δg２,􀆺,Δgn( ) T 是 参 数 不 确 定 的 扰 动;D１(t)＝ d１(t),d２(t),􀆺,dn(t)( ) T 和 D２(t)＝

d１１(t),d２２(t),􀆺,dnn(t)( ) T 为系统的额外的噪音．由于混沌系统的有界性,则存在常数γ１,γ２ ＞０,

使得

ΔE１(t)＝ Δfx(t)＋D１(t)( ) ≤γ１

ΔE２(t)＝ Δgy(t)＋D２(t)( ) ≤γ２

又f(x(t)),g(y(t))满足Lipschitz条件,则存在常数L１ 和L２ 使得

‖f(y(t))－f(x(t))‖ ≤L１‖y(t)－x(t)‖ (５)

‖g(y(t))－g(x(t))‖ ≤L２‖y(t)－x(t)‖ (６)

令误差为

e(t)＝y(t)－x(t)＝ y１(t)－x１(t),􀆺,yn(t)－xn(t)( ) T

显然由于两个系统的阶数不等,无法直接得到误差系统,为此我们寻找基于系统输出变量的方法来得到误

差系统．

２􀆰１　 追踪器的思想

由追踪器思想,要实现受控响应系统(４)与驱动系统的同步,实质上就是要求受控响应系统的输出

y(t)跟踪驱动系统的输出x(t)．
由于我们要实现的是分数阶混沌系统的参考信号的追踪,将参考信号的分数阶微分设计在补偿器中．

因此控制器u(t)是

u(t)＝v(t)＋U(x) (７)
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其中v(t)为将要设计的控制器,补偿器为

U(x)＝
dβx(t)
dtβ －

dαx(t)
dtα

将控制器(７)代入受控响应系统(４)得到误差系统

dβe(t)
dtβ ＝Be(t)＋(B－A)x(t)＋g(y(t))－f(x(t))＋ΔE２(t)－ΔE１(t)＋v(t) (８)

　　 定理１　 对于误差系统(８),控制器和自适应率分别为

v(t)＝Ke(t)－(B－A)x(t)－g(x(t))＋f(y(t))－

θ１L１＋θ２L２( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t)) (９)

dαL１

dtα ＝θ１eT(t)e(t) (１０)

dβL２

dtβ ＝θ２eT(t)e(t) (１１)

dαγ１

dtα ＝ρ１eT(t)sgn(e(t)) (１２)

dβγ２

dtβ ＝ρ２eT(t)sgn(e(t)) (１３)

当满足以下条件

１) argeig(B＋K)( ) ＞βπ
２

;

２)ρ１ ＞１,ρ２ ＞１和θ１ ＞１,θ２ ＞１;

则误差系统是渐进稳定的,也就实现了不同阶系统(３)和(４)的同步．
证 　 将控制器(９)代入到误差系统(８)中,得到

dβe(t)
dtβ ＝(B＋K)e(t)＋g(y(t))－g(x(t))＋f(y(t))－f(x(t))＋ΔE２(t)－ΔE１(t)－

θ１L１＋θ２L２( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t)) (１４)

令

q＝ β,β,􀆺β,α,β,α,β( ) T

E(t)＝ e１,e２,􀆺,en,eL１,eL２,eγ１,eγ２( ) T

其中eL１ ＝L１－L１,eL２ ＝L２－L２,eγ１ ＝γ１－γ１,eγ２ ＝γ２－γ２,且e(t)＝ e１,e２,􀆺,en( ) T．
构造以下函数,且将E(t),q和式(１０),(１１),(１２),(１３),(１４)代入

J(t)＝E(t)TPdqE(t)
dtq

(１５)

J(t)＝eT(t)Pdβe(t)
dtβ ＋eL１P

dαeL１

dtα ＋eL２P
dβeL２

dtβ ＋eγ１P
dαeγ１

dtα ＋eγ２P
dβeγ２

dtβ ＝

eT(t)P(B＋K)e(t)＋eT(t)P(g(y)－g(x)＋f(y)－f(x))＋eT(t)P(ΔE２(t)－ΔE１(t))－

eT(t)P(θ１L１＋θ２L２)e(t)－eT(t)P(ρ１γ１＋ρ２γ２)sgn(e(t))＋ L１－L１( )Pθ１eT(t)e(t)＋

(L２－L２)Pθ２eT(t)e(t)＋(γ１－γ１)Pρ１‖e(t)‖sgn(e(t))＋(γ２－γ２)Pρ２‖e(t)‖sgn(e(t))

整理可得

J ≤ λmax ＋ １－θ１( )L１＋ １－θ２( )L２( ) ‖P‖‖e(t)‖２＋

１－ρ１( )γ１＋ １－ρ２( )γ２( ) ‖P‖‖e(t)‖ ≤０
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　　 根据引理１可知,E(t)是稳定渐进趋于零的,因此误差系统的变量e(t)是渐进趋于零的．因此我们实

现了两个不同阶的参数不确定的混沌系统的同步．

２􀆰２　 重新构造受控响应系统

基于追踪器的思想仍然使系统是分数阶,在判断稳定性和计算上都比整数阶要相对困难,为此我们考

虑重新构造一个受控的响应系统来实现不同阶混沌系统的同步．
重新构造的整数阶受控响应系统为

y
􀅰
(t)＝By(t)＋g(y(t))＋Δg(y(t))＋D２(t)＋u(t)＋N(x) (１６)

其中

N(x)＝x
􀅰
(t)－

dαx(t)
dtα

结合式(３),得到误差系统

e
􀅰
(t)＝Be(t)＋(B－A)x(t)＋g(y(t))－f(x(t))＋ΔE２(t)－ΔE１(t)＋u(t) (１７)

设计控制器u(t),且让不确定参数满足以下自适应率

u(t)＝Ke(t)－(B－A)x(t)－g(x)＋f(y)－

r＋η１L１＋η２L２( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t)) (１８)

L
􀅰

１＝θ１η１eT(t)e(t) (１９)

L
􀅰

２＝θ２η２eT(t)e(t) (２０)

γ
􀅰

１＝k１ρ１eT(t)sgn(e(t)) (２１)

γ
􀅰

２＝k２ρ２eT(t)sgn(e(t)) (２２)

控制器(１８)代入误差系统(１７)中得到

e
􀅰
(t)＝(B＋K)e(t)＋g(y)－g(x)＋f(y)－f(x)＋ΔE２－ΔE１－

r＋η１L１＋η２L２( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t)) (２３)

　　 定理２　 对于误差系统(１７),设计控制器u(t)为(１８)式,不确定参数满足自适应率为(１９),(２０),(２１)

和(２２)式,令λmax 是矩阵(B＋K)T ＋B＋K 的最大特征值,

１)λmax－２r＜０;

２)ρ１ ＞１,ρ２ ＞１,η１ ＞１,η２ ＞０;

则误差系统是渐进稳定的．
证 　 选取一个Lyapunov函数为

V(t)＝
１
２e

T(t)e(t)＋
１

２θ１
L１－L１( ) ２＋

１
２θ２

L２－L２( ) ２＋
１

２k１
γ１－γ１( ) ２＋

１
２k２

γ２－γ２( ) ２ (２４)

对函数两边求导可得

V
􀅰
(t)＝

e
􀅰

T(t)e(t)＋eT(t)e
􀅰
(t)

２ ＋
L
􀅰

１ L１－L１( )

θ１
＋

L
􀅰

２ L２－L２( )

θ２
＋
γ
􀅰

１ γ１－γ１( )

k１
＋
γ
􀅰

２ γ２－γ２( )

k２

结合式(１９),(２０),(２１),(２２)和(２３)得

V
􀅰
＝

１
２

(B＋K)e(t)[ ] Te(t)＋
１
２ g(y)－g(x)＋f(y)－f(x)＋ΔE２－ΔE１[ ] Te(t)＋

１
２ － r＋η１L１＋η１L１( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t))[ ] Te(t)＋

１
２e

T(t)(B＋K)e(t)[ ] ＋
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１
２e

T(t)g(y)－g(x)＋f(y)－f(x)＋ΔE２－ΔE１[ ] ＋

１
２e

T(t)－ r＋η１L１＋η１L１( )e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )sgn(e(t))[ ] ＋η１eT(t)e(t)L１－L１( ) ＋

η２eT(t)e(t)L２－L２( ) ＋ρ１eT(t)sgn(e(t))γ１－γ１( ) ＋ρ２eT(t)sgn(e(t))γ２－γ２( )

整理可得

V
􀅰
(t)≤

１
２e

T(t)(B＋K)T ＋(B＋K)[ ]e(t)＋ L１＋L２( )eT(t)e(t)＋eT(t)γ１＋γ２( ) －reT(t)e(t)－

η１L１＋η２L２( )eT(t)e(t)－ ρ１γ１＋ρ２γ２( )eT(t)sgn(e(t))＋η１ L１－L１( )eT(t)e(t)＋

η２ L２－L２( )eT(t)e(t)＋ρ１ γ１－γ１( )eT(t)sgn(e(t))＋ρ２ γ２－γ２( )eT(t)sgn(e(t))≤

１
２λmax－ræ

è
ç

ö

ø
÷ ‖e(t)‖２＋ １－η１( )L１＋ １－η２( )L２( ) ‖e(t)‖２＋

γ１ １－ρ１( ) ＋γ２ １－ρ２( )( ) ‖e(t)‖ ≤０
则由Lyapunov稳定性定理可知误差系统是稳定的,即实现了驱动与响应系统的同步．

３　 数值模拟

选取Chen系统作为驱动系统,参数a＝３５,b＝３,c＝２８,阶数为α＝０􀆰９４．

dαx１

dtα ＝－ax１＋ax２＋Δf１＋D１１(t)

dαx２

dtα ＝ c－a( )x１＋cx２－x１x３＋Δf２＋D１２(t)

dαx３

dtα ＝－bx３＋x１x２＋Δf３＋D１３(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２５)

选取 Qi系统为响应系统,参数为a１＝１４,b１＝４３,c１＝－１,d１＝１６,阶数β＝０􀆰９８．

dβy１

dtβ ＝－a１y１＋a１y２＋４y２y３＋Δg１＋D２１(t)

dβy２

dtβ ＝c１y１＋d１y２－y１y３＋Δg２＋D２２(t)

dβy３

dtβ ＝－b１y３＋y１y２＋Δg３＋D２３(t)

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２６)

３􀆰１　 对定理的验证

对定理１的验证:选取系数

ρ１＝２　　　ρ２＝３　　　θ＝２
和矩阵

K＝

－２ －８ －２

－４３ －２０ －４

０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

则B＋K 的特征值的幅角为 arg(B＋K)＝２􀆰４７４６＞βπ
２．进行数值模拟,得图１和图２．

图２中r１ 和r２ 分别表示驱动系统和响应系统的参数不确定性;L１ 和L２ 分别表示表示驱动系统和响应

系统非线性部分的Lipschitz常数的不确定性;

对定理２的验证:选取系数
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ρ１＝２　　　ρ２＝３　　　θ＝２
和矩阵

K＝

－２ －２８ －２

８ －２０ －４

０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

B＋K 的特征值的幅角为 arg(B＋K)＝２􀆰１５５７＞
π
２．进行数值模拟,得图３和图４．

图１　 定理１的分数阶系统的误差状态曲线 图２　 定理１的分数阶系统的参数不确定的状态曲线

图３　 定理２的整数阶系统的误差状态曲线 图４　 定理２的整数阶系统的参数不确定的状态曲线

图４中r１ 和r２ 分别表示驱动系统和响应系统的参数不确定性;L１ 和L２ 分别表示驱动系统和响应系统

非线性部分的Lipschitz常数的不确定性．
３􀆰２　 与其他方法的比较

文献[１２－１３]中为研究分数阶混沌系统与整数阶混沌系统的同步,采用Laplace变换的方法将分数
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eei 表示Laplace变换方法得到的误差曲线,

ei 表示定理１系统的误差曲线．

图５　Laplace变换方法与定理１的比较

阶系统变为整数阶系统．对于 分 数 阶 微 分,其

Laplace变换为

L Dqf(t){ } ＝sqF(s)－∑
n－１

k＝１s
q－k－１f(k)(０)(２７)

且当阶数q满足０＜q≤１时,有

L Dqf(t){ }＝sqF(s)－sq－１f(０)

令

X(s)＝L x(t){ }

再应用时频域转换法,从而得到新的一阶微分方

程组．
这也是目前实现分数阶与整数阶同步的常用

方法,但是这需要进行Laplace变换,包含大量的

计算和数值模拟,增加了运算的复杂性．此处我们

继续 选 取 分 数 阶 混 沌 系 统 (２５)和 (２６),采 用

Laplace变换的方法进行数值模拟,与我们的方法

比较(图５)．

４　 结 　 论

数值模拟的结果表明本文方法可以控制和同

步不同阶的混沌系统．文中利用的追踪器思想是实现参数不确定的分数阶混沌系统的自适应同步问题的关

键．第一种方法为利用分数阶稳定性来构造合适的控制器,进而实现两个系统同步．另一种方法为构造一个

新的响应系统,把分数阶系统转换为整数阶系统,进而利用Lyapunov稳定性理论来判断稳定性．此外,我

们可以应用这种方法来实现不同阶混沌系统的其他同步,如模糊、滑模以及脉冲同步．
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AdaptiveSynchronizationBetweenTwoFractionalＧOrder
ChaoticSystemswithUncertainParameters
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１􀆰CollegeofMathematicsandStatistics,ChongqingUniversity,Chongqing４０１３３１,China;
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Abstract:AdaptivesynchronizationbetweentwofractionalＧorderchaoticsystemswithuncertainparameＧ

tersarediscussedbasedonthetrackingthought．Twomethodsareusedtorealizethesynchronization．One

istoconstructanappropriatecontrollertolettheerrorsystemhavethesameorderwiththeresponsesysＧ

tem．Thenthestabilitytheoryoffractionalorderisapplied．TheotheristoconstructanewresponsesysＧ

temwhoseorderisaninteger．Next,theLyapunovstabilitytheoryisapplied．ThenChensystemandQi

systemareselectedtoverifytheeffectivenessoftheconclusionsobtainedfromthetwomethods．Finally,a

comparisonismadebetweenthemethodofLaplacetransformation,whichhasbeenusedtosolvethesynＧ

chronizationofsystemswithdifferentorders,andthemethodsproposedinourstudy．

Keywords:differentorder;parameteruncertainty;adaptivesynchronization;fractionalorderchaoticsysＧ

tem
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