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基于cY函数的F 弱鞅和
条件N 弱鞅的最大值不等式①

冯德成,　刘红蕊,　牛彩莉

西北师范大学 数学与统计学院,兰州７３００７０

摘要:将现有的基于cY函数的弱鞅和 N 弱鞅的一些最大值不等式推广到F 弱鞅和条件 N 弱鞅的情形下．
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在本文中,{Sn,n≥１}表示定义在概率空间(Ω,A,P)上的随机变量序列,S０ ≐０,a∨b＝max(a,

b),I(A)表示集合A 的示性函数．
设X 和Y 是概率空间(Ω,A,P)上的随机变量,且EX２ ＜ ∞,EY２ ＜ ∞,F是A的子σ 代数．文献

[１]定义了随机变量X 和Y 关于F的条件协方差(FＧcovariance):

CovF(X,Y)＝EF[(X －EFX)(Y－EFY)]
这里EFX 表示随机变量X 关于F的条件期望,即EFX ＝E[X|F]．

Christofides和 Hadjikyriakou给出了F 弱鞅和条件N 弱鞅的定义[２－３]．
定义１　 如果对任意分量不减的函数f 和任意的１≤i＜j＜ ∞,都有

EF[(Sj －Si)f(S１,S２,,Si)]≥０as
则称随机变量序列{Sn,n ≥１}为一个F 弱鞅(FＧdemimartingale)．

定义２　 如果对任意分量不减的函数f 和任意的１≤i＜j＜ ∞,都有

EF[(Sj －Si)f(S１,S２,,Si)]≤０as
则称随机变量序列{Sn,n ≥１}为一个(关于F的)条件N 弱鞅(conditionalNＧdemimartingale)．

对F 弱鞅和条件N 弱鞅的研究,已经有一些最新的研究成果,例如:Christofides和Hadjikyriakou在

文献[３]中给出了F 弱鞅的最大值不等式和条件N 弱鞅的Chow 型不等式和Azuma 型不等式;Wang等

人在文献[４]中得到了F 弱鞅和条件N 弱鞅的一些最大值不等式和矩不等式．
设ϕ 是(０,∞)上的一个右连续减函数,且满足如下条件:

ϕ(∞)≐lim
t→∞

ϕ(t)＝０

假设ϕ 在任意一个有限区间(０,x)上关于Lebesgue测度是可积的．若令

Φ(x)＝∫
x

０
ϕ(t)dt　　　x ≥０

则Φ(x)是一个非负增函数,并且Φ(０)＝０．进一步若有Φ(∞)＝∞,那么称Φ(x)为一个cY函数(concave

① 收稿日期:２０１４ ０９ ２５
基金项目:国家自然科学基金项目(１１４６１０６１);西北师大青年教师科研能力提升计划项目(NWNU LKQN １１ ２)．
作者简介:冯德成(１９７２ ),男,甘肃武威人,博士,副教授,主要从事随机分析及应用概率的研究．



Youngfunction)．这类函数的一个典型例子是Φ(x)＝xp,０＜p ＜１．
文献[５]给出了基于cY函数的非负下鞅的最大值不等式．
受文献[５]的启发,Christofides在文献[６]中证明了基于cY函数的半鞅的最大值不等式,之后 Wang

在文献[７]中将这些结论推广到弱鞅和N 弱鞅的情形下．本文给出了基于cY函数的F 弱鞅和条件N 弱

鞅的最大值不等式．
引理１[３]　 设{Sn,n≥１}是一个F 弱鞅,g是一个非负凸函数,且g(０)＝０．令A＝ {max

１≤i≤n
cig(Si)≥

ε},这里{cn,n≥１}是正的非增F 可测随机变量序列,ε是几乎处处非负且F 可测的随机变量．则有

εPF(A)≤ ∑
n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]－cnEF[g(Sn)I(Ac)]≤

∑
n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]as

　　 定理１　 假设引理１的条件成立．设Φ(x)是一个cY函数,记

ξ(x)＝Φ(x)－xϕ(x)　　　Smax
n ＝max

１≤i≤n
cig(Si)

Tn ＝∑
n

i＝１
ci[g(Si)－g(Si－１)]

那么

EFξ(Smax
n )≤inf

x０＞０
[ξ(x０)＋ϕ(x０)EFTn]as (１)

　　 证 　 由引理１可得

xPF(Smax
n ≥x)≤EFTnas　　　x ＞０ (２)

对任意(x０ ＞０),将(２)式在[x０,∞)上关于d(－ϕ(x))积分,则由条件Fubini定理得

EF∫
Smax
n ∨x０

x０

xd(－ϕ(x))[ ] ≤EF Tn∫
∞

x０
d(－ϕ(x))[ ] ＝

EFTn[ϕ(x０)－lim
t→∞

ϕ(t)]＝

ϕ(x０)EFTnas (３)
将(３)式左端分部积分,则有

EF∫
Smax
n ∨x０

x０

xd(－ϕ(x))[ ] ＝x０ϕ(x０)－EF(Smax
n ∨x０)ϕ(Smax

n ∨x０)＋EF∫
Smax
n ∨x０

x０
ϕ(x)dx[ ] ＝

x０ϕ(x０)－EF(Smax
n ∨x０)ϕ(Smax

n ∨x０)＋EFΦ(Smax
n ∨x０)－Φ(x０)＝

－ξ(x０)＋EFξ(Smax
n ∨x０)as (４)

把(３)式和(４)式联立可得

EFξ(Smax
n ∨x０)≤ϕ(x０)EFTn ＋ξ(x０)as (５)

当x ＞０时,函数ξ(x)＝Φ(x)－xϕ(x)是增函数．因此,由(５)式有

EFξ(Smax
n )≤EFξ(Smax

n ∨x０)≤ϕ(x０)EFTn ＋ξ(x０)as (６)
由不等式(６)可得(１)式．

推论１　 假设定理１的条件成立．则对于任意的０＜p ＜１,有

EF(Smax
n )p ≤

１
１－p

(EFTn)pas (７)

　　 证 　 令Φ(x)＝xp,０＜p ＜１,则

ϕ(x)＝pxp－１　　　ξ(x)＝Φ(x)－xϕ(x)＝(１－p)xp

因此,由(１)式得

EF(Smax
n )p ≤inf

x０＞０
(x０

p ＋
px０

p－１

１－p
EFTn)as (８)
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当x０＝EFTn 时,(８)式的右边取得最小值．因此,把x０＝EFTn 代入(８)式可得(７)式．
推论２　 假设推论１的条件成立．对每一个k≥１,取ck ≡１．那么

EF(max
１≤k≤n

g(Sk))p ≤
１

１－p
(EFg(Sn))pas

　　 如果在推论２中令g(x)＝|x|,那么就有下面的推论．
推论３　 设{Sn,n ≥１}是一个F 弱鞅．则对于任意的０＜p ＜１,有

EF(max
１≤k≤n

|Sk|)p ≤
１

１－p
(EF|Sn|)pas (９)

　　 注１　 若把x０＝cnEFg(Sn)代入(８)式,可得

EF(Smax
n )p ≤ (cnEFg(Sn))p－１[cnEFg(Sn)＋

p
１－p∑

n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))]as

由推论１的证明过程又有

inf
x０＞０

(x０
p ＋

px０
p－１

１－p
EFTn)＝

１
１－p

(EFTn)p ≤

(cnEFg(Sn))p－１[cnEFg(Sn)＋
p

１－p∑
n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))]as

如果EFTn ≠cnEFg(Sn)as,那么

１
１－p

(EFTn)p ＜ (cnEFg(Sn))p－１[cnEFg(Sn)＋
p

１－p∑
n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))]as

如果{Sn,n ≥１}是一个非负的F 弱鞅,那么由(７)式可得

EF(max
１≤k≤n

Sk)p ≤
１

１－p
(EFSn)pas

　　 定理２　 假设引理１的条件成立．记

Smax
n ＝max

１≤k≤n
ckg(Sk)

设Φ(x)是一个cY函数,且有

∫
∞

１

ϕ(t)
t dt＝Cϕ ＜ ∞

这里Cϕ 是一个仅与ϕ 有关的常数．那么

EFΦ(Smax
n )≤Φ(１)＋Cϕ∑

n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))as (１０)

　　 证 　 由引理１得

xPF(Smax
n ≥x)≤ ∑

n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]as (１１)

将(１１)式两端乘以ϕ(x)
x

,并在[１,∞)上 积分,则由条件Fubini定理得

∫
∞

１
PF(Smax

n ≥x)ϕ(x)dx ≤ ∑
n

i＝１
ci∫

∞

１
EF[g(Si)－g(Si－１)]ϕ

(x)
x dx＝

∑
n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]∫

∞

１

ϕ(x)
x dx＝

∑
n－１

i＝１

(ci－ci＋１)EF g(Si)∫
∞

１

ϕ(x)
x dxé

ë
êê

ù

û
úú＋cnEF g(Sn)∫

∞

１

ϕ(x)
x dxé

ë
êê

ù

û
úú ≤

Cϕ∑
n－１

i＝１

(ci－ci＋１)EFg(Si)＋CϕcnEFg(Sn)＝

Cϕ∑
n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]as
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另一方面,再由条件Fubini定理得

∫
∞

１
PF(Smax

n ≥x)ϕ(x)dx＝EF∫
Smax
n ∨１

１
ϕ(x)dx[ ] ＝

EFΦ(Smax
n ∨１)－Φ(１)≥

EFΦ(Smax
n )－Φ(１)as

由此就可以得到(１０)式．
注２　 如果在定理２中令Φ(x)＝xp,０＜p ＜１,那么有

ϕ(x)＝pxp－１　　　Cϕ ＝∫
∞

１

ϕ(t)
t dt＝

p
１－p

因此,由(８)式知

EF(Smax
n )p ≤１＋

p
１－p ∑

n

i＝１
ciEF[g(Si)－g(Si－１)]as

此外,对所有k≥１,如果令ck ≡１,那么有

EF(max
１≤k≤n

g(Sk))p ≤１＋
p

１－p
EFg(Sn)as

　　 引理２[３]　 设{Sn,n≥１}是一个条件N 弱鞅,m()是R上非负不减的函数,且m(０)＝０,对任意

的x,y ∈R和任意的１≤k≤n－１,函数g()满足

g(０)＝０,g(x)－g(y)≥ (y－x)h(y)
若{ck,１≤k≤n}是F 可测的正随机变量序列,且有

(ck －ck＋１)g(Sk)≥０as
则

EF∫
Yn

０
udm(u)( ) ≤ ∑

n

k＝１
ckEF[(g(Sk)－g(Sk－１))m(Yn)]as

这里h()是非负不减的函数,

Yn ＝max(c１g(S１),,cng(Sn))　　　Y０ ≡０
特别地,对于任意几乎处处非负且F 可测的随机变量ε,有

εPF(Yn ≥ε)≤ ∑
n

k＝１
ckEF[(g(Sk)－g(Sk－１))I(Yn ≥ε)]as (９)

　　 定理３　 假设引理２的条件成立．设Φ(x)是一个cY函数,记

ξ(x)＝Φ(x)－xϕ(x)　　　Smax
n ＝max

１≤i≤n
cig(Si)

Tn ＝∑
n

i＝１
ci[g(Si)－g(Si－１)]

那么

EFξ(Smax
n )≤inf

x０＞０
[ξ(x０)＋ϕ(x０)EFTn]as

　　 证 　 与定理１的证明过程相似,在此略去．
推论４　 假设定理３的条件成立．那么对任意的０＜p ＜１,有

EF(Smax
n )p ≤

１
１－p

(EFTn)pas

　　 推论５　 假设推论４的条件成立．对每一个k≥１,若令ck ≡１,那么

EF(max
１≤k≤n

g(Sk))p ≤
１

１－p
(EFg(Sn))pas

　　 注３　 与注１类似,设{Sn,n ≥１}是条件N 弱鞅,则

inf
x０＞０

(x０
p ＋

px０
p－１

１－p
EFTn)＝

１
１－p

(EFTn)p ≤
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(cnEFg(Sn))p－１[cnEFg(Sn)＋
p

１－p∑
n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))]as

如果EFTn ≠cnEFg(Sn)as,则有

１
１－p

(EFTn)p ＜ (cnEFg(Sn))p－１[cnEFg(Sn)＋
p

１－p∑
n

i＝１
ciEF(g(Si)－g(Si－１))]as
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Abstract:Wangetal．provedsomemaximalinequalitiesfordemimartingalesandNＧdemimartingalesbased
onconcaveYoungfunctions．Inthispaper,wewillfurtherextendmainresultsofWangetal．tothecases
ofFＧdemimartingalesandconditionalNＧdemimartingales．
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