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基于AHP和灰色关联分析法的
亚洲地区小学数学教材难度研究

———以中、新、韩、日四国为例①

张 廷 艳

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:教材难易度是课程难度的物化表征形式,也是衡量教材质量的一个重要指标．针对评价教材难度的５个主要

因素,利用层次分析法确定各指标权重,并运用灰色系统理论,建立灰色关联分析法模型,对亚洲中、新、韩、日四

国的小学数学教材难度进行分析和评价,得到教材难度评价由难到易的排序结果为:中国、韩国、日本、新加坡．
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近年来,新加坡的数学教育连续３次在国际数学与科学教育调查中位居前列,韩国和日本的课程改革

也成效显著,研究亚洲地区的基础教育尤其是数学教育已经成为西方发达国家教育界关注的焦点．因此,

对亚洲中、新、韩、日四国的数学教材难易度进行研究对于我国数学课程改革乃至对国际数学教育研究都

具有重要意义．
教材难度研究是一个受多因素影响而信息量少的复杂问题,目前国内的许多研究大多都是从不同板块

对教材难度进行定性对比分析[１－２],定量研究较少．对数学教材的定量研究还没有成熟和公认的研究模型

和分析工具．黄甫全从社会发展的要求与可能、个人发展的要求与可能、人类知识的发展及其体系结构３
方面入手,用灰色系统理论建立了课程难度模型系统;鲍建生以影响数学题综合难度的５因素(背景、运

算、知识含量、推理和探究)为基础,建立了数学题的综合难度模型[３];史宁中等提出影响课程难度的基本

要素至少包含课程深度、课程广度和课程时间,并由此建立了课程难度的模型[４]．这些研究在开发数学课

程和数学习题难度的定量研究模型方面都作了有益的探索．
２０１３年,宋乃庆教授领衔的西南大学研究团队从教材的内容广度、内容深度、习题难度３个维度构建

了小学数学教材难度研究的分析指标体系和数学评价模型[５]．本研究是在西南大学专家团队研究的基础上

建立的一种将定性分析和定量研究相结合的评价模型与方法:首先将评价小学数学教材难度的主要因素作

为评价指标,基于层次分析法 AHP建立教材难度评价指标的层次关系及权重向量,并赋予合理的权重;

然后构建灰色关联分析法模型,找到虚拟的最难教材,并计算各教材与它的灰色加权关联度;最后,根据

关联度值的大小进行教材难度和相关指标排序,从而得到中、新、韩、日小学数学教材难度评价结果和影

响因素分析．该方法采用多因素的多级处理来确定影响教材难度的各因素权重,解决了数据量少、信息不
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完全情形下的测度问题,避免了研究者的主观性．此外,其评价结果不仅仅是一个简单的得分排序,而且能

从中得到比较综合完整的信息,帮助评价对象找出其优、劣势所在[６]．

１　确定评价指标体系权重的层次分析模型

１􀆰１　构建教材难度评价指标体系

影响教材难度的因素复杂繁多,本文采用西南大学国家社科基金教育学重点项目“中小学理科教材国

际比较研究”(小学数学)课题组提出的５个主要影响因素:内容广度、内容呈现方式、内容认知要求、习题

水平和习题背景作为评价指标．内容广度指的是知识点的数量;内容的呈现方式分为直观、描述(归纳)、抽

象;内容认知要求分为了解、理解、掌握运用;习题水平分为模仿、迁移、探究;习题背景分为无背景、生

活背景和科学情景[５]．
１􀆰２　构造成对比较矩阵

构照成对比较矩阵的原则见表１．
表１　１－９标度含义

标　度 含　　　　　义

１ 表示２个元素相比具有同样重要性

３ 表示２个元素相比,前者比后者稍重要

５ 表示２个元素相比,前者比后者明显重要

７ 表示２个元素相比,前者比后者强烈重要

９ 表示２个元素相比,前者比后者极端重要

２,４,６,８ 表示上述相邻判断的中间值

倒数 若元素i与元素j的重要性之比为aij,那么元素j与元素i重要性之比为aji＝
１
aij

．

　　 构造出５个评价指标,即内容广度X１、内容呈现方式X２、内容认知要求X３、习题水平X４ 和习题背景

X５ 的成对比较矩阵如下:
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计算得出其最大特征根和对应的特征向量分别为:

λmax＝５􀆰０１８５　　　ωmax＝(０􀆰４１９５,０􀆰６４５７,０􀆰５８４８,０􀆰２１９３,０􀆰１３０６)

将特征向量归一化后得:

ω＝(０􀆰２１,０􀆰３２,０􀆰２９,０􀆰１１,０􀆰０７)

１􀆰３　成对比较矩阵的一致性检验

计算一致性指标得:

C􀆰I􀆰＝
λmax－n
n－１ ＝

５􀆰０１８５－５
５－１ ＝０􀆰００４６２５

经查表R􀆰I＝１􀆰１２,计算一致性比例得:
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C􀆰R􀆰＝
C􀆰I􀆰
R􀆰I􀆰＝

０􀆰００４６２５
１􀆰１２ ＝０􀆰００４１３＜０􀆰１

显然通过一致性检验,所以,影响教材难度的５个指标即内容广度、内容呈现方式、内容认知要求、习

题水平和习题背景的权重分别为:０􀆰２１,０􀆰３２,０􀆰２９,０􀆰１１,０􀆰０７．影响教材难度的５个指标的权重从高到

低的排序为:内容呈现方式、内容认知要求、内容广度、习题水平、习题背景．平均随机一致性指标

R􀆰I􀆰 见表２．
表２　平均随机一致性指标R􀆰I

矩阵阶数 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８

R􀆰I􀆰 ０ ０ ０􀆰５２ ０􀆰８９ １􀆰１２ １􀆰２６ １􀆰３６ １􀆰４１

矩阵阶数 ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

R􀆰I􀆰 １􀆰４６ １􀆰４９ １􀆰５２ １􀆰５４ １􀆰５６ １􀆰５８ １􀆰５９

２　基于灰色关联分析的教材难度评价模型

２􀆰１　数据标准化

数据标准化处理方式有很多种,但必须将不同类型的指标作不同的处理,以保证评价结果与指标数据

关系的一致性[７]．在本文中将指标分为成本型和效益型,不难发现,影响教材难度的５个主要评价指标均

属于效益型指标,因而数据标准化处理时采用

bij ＝
aij －amin

j

amax
j －amin

j

其中:aij 表示第i个评价对象的第j项指标的数据;amin
j ,amax

j 分别表示第j项指标的最小值和最大值．
本文从西南大学国家社科基金教育学重点项目“中小学理科教材国际比较研究”(小学数学)课题组的研

究报告中采集到所需原始数据见表３．
表３　原始数据表

国家
分　　　　　值

内容广度 内容呈现方式 内容认知要求 习题水平 习题背景

中国 ０􀆰４１７０ １􀆰８５４２ ２􀆰２５００ １􀆰８４２１ １􀆰４７３７

新加坡 ０􀆰３８２６ １􀆰８８６４ ２􀆰１５９１ １􀆰６７１８ １􀆰２２０５

韩国 ０􀆰４１７０ １􀆰８９６０ ２􀆰３７５０ １􀆰５１８０ １􀆰２１６０

日本 ０􀆰４１７４ １􀆰６３８９ ２􀆰５８３３ １􀆰６５４６ １􀆰１３２５

　　对上述数据进行标准化处理后得表４．
表４　无量纲数据表

国家
分　　　　　值

内容广度 内容呈现方式 内容认知要求 习题水平 习题背景

中国 ０􀆰９８８５ ０􀆰８３７４ ０􀆰２１４３ １􀆰００００ １􀆰００００

新加坡 ０ ０􀆰９６２７ ０ ０􀆰４７４５ ０􀆰２５７９

韩国 ０􀆰９８８５ １􀆰００００ ０􀆰５０９０ ０ ０􀆰２４４７

日本 １􀆰００００ ０ １􀆰００００ ０􀆰４２１５ ０

２􀆰２　确定比较序列和参考序列

依次提取每一项指标的最大值记为:

x０(j)＝bmax
j {j＝１,２,􀆺,m}

得到参考序列为:

x０＝{x０(１),x０(２),􀆺,x０(n)}
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并将各比较序列记为:

xi＝{xi(１),xi(２),􀆺,xi(n)}　　　i＝１,２,􀆺,m
根据表４可得表５．

表５　比较和参考序列表

国家
分　　　　　值

内容广度 内容呈现方式 内容认知要求 习题水平 习题背景

中国 ０􀆰９８８５ ０􀆰８３７４ ０􀆰２１４３ １􀆰００００ １􀆰００００

新加坡 ０ ０􀆰９６２７ ０ ０􀆰４７４５ ０􀆰２５７９

韩国 ０􀆰９８８５ １􀆰００００ ０􀆰５０９ ０ ０􀆰２４４７

日本 １􀆰００００ ０ １􀆰００００ ０􀆰４２１５ ０

参考序列 １􀆰００００ １􀆰００００ １􀆰００００ １􀆰００００ １􀆰００００

２􀆰３　确定灰色关联系数

通过以下公式

ξi(j)＝
min

i
min

j
|x０(j)－xi(j)|＋ρmax

i
max

j
|x０(j)－xi(j)|

|x０(j)－xi(j)|＋ρmax
i

max
j

|x０(j)－xi(j)|

得到关联系数矩阵:

R＝

０􀆰９７７５ ０􀆰３３３３ ０􀆰９７７５ １􀆰００００
０􀆰７５４６ ０􀆰９３０５ １􀆰００００ ０􀆰３３３３
０􀆰３８８９ ０􀆰３３３３ ０􀆰５０４５ １􀆰００００
１􀆰００００ ０􀆰４８７６ ０􀆰３３３３ ０􀆰４６３６
１􀆰００００ ０􀆰４０２５ ０􀆰３９８３ ０􀆰３３３３
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其中:ξi(j)表示比较序列xi 对参考序列x０ 在第j项指标上的关联系数;ρ∈ [０,１]为分辨系数．分辨

系数ρ越大,分辨率越大,ρ越小,分辨率越小,一般取ρ＝０􀆰５;称min
i

min
j

|x０(j)－xi(j)|,max
i

max
j

|x０(j)－xi(j)|分别为两极最小差及两极最大差．

２􀆰４　确定灰色加权关联度

通过以下公式

ri＝∑
n

j＝１
ωjξi(j)

得关联度向量:

r＝(０􀆰７３９５,０􀆰５４６２,０􀆰７３６１,０􀆰６８１０)

其中:ωj 为各指标权重,ri 为第i个评价对象对虚拟最优对象(最难教材)的灰色加权关联度．

２􀆰５　排　序

根据灰色关联度的大小进行排序,ri 越大,则说明第i个评价对象与虚拟最优对象(最难教材)越接近,

也即是该评价教材越难;反之,ri 越小,则说明第i个评价对象与虚拟最优对象(最难教材)越远,也即是该

评价教材越易．由灰色加权关联度r１ ＞r３ ＞r４ ＞r２ 可知各国教材难度由高到低的顺序为:中国、韩国、日

本、新加坡．

３　讨论与结论

３􀆰１　讨　论

本文通过建立基于层次分析的灰色关联分析法模型,对亚洲中、新、韩、日四国的小学数学教材难

度进行了研究,研究结果表明:中国的小学数学教材难度值最大,新加坡难度值最小,韩国和日本居中．
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对表５进行数据处理后得到表６,各项比较因素以１为参考序列值,越接近１则表明这一因素上的难度

越大．
表６　国间相同因素比较

因　素 数值排序 对应的国家排序

内容呈现方式 １＞０􀆰９６２７＞０􀆰８３７４＞０ 韩国、新加坡、中国、日本

内容认知要求 １＞０􀆰５０９０＞０􀆰２１４３＞０ 日本、韩国、中国、新加坡

内容广度 １＞０􀆰９８８５＝０􀆰９８８５＞０ 日本、中国、韩国、新加坡

习题水平 １＞０􀆰４７４５＞０􀆰４２１５＞０ 中国、新加坡、日本、韩国

习题背景 １＞０􀆰２５７９＞０􀆰２４４７＞０ 中国、新加坡、韩国、日本

　　从横向来看,就教材的内容广度而言,日本在数学教材编写上涉及知识点最多,新加坡的知识点最少,

中国和韩国知识点相较而言居于中间;就内容呈现方式这一因素来看,韩、新、中三国在教材内容的呈现

方式上都偏抽象,而日本则最为直观;在内容认知要求方面,日本对小学生知识点认知上的要求是要掌握

运用,而韩国则更注重对知识点的理解,中国与新加坡则更侧重对知识点的了解;在习题水平上,中国更

注重知识点的探究,而新加坡和韩国则倾向于知识点的迁移和模仿,韩国较注重知识点的模仿;在教材习

题编写的背景设置上,除中国注重以科学背景做为习题背景,其他三个国家都更倾向于以生活背景甚至无

背景的教材习题编写．由此可见,中国的小学数学教材难度主要来自于习题水平、习题背景、内容广度这三

个指标上．
同理,由表５可得表７．

表７　国内不同因素比较

国家 因素分值排序 对应因素排序

中国 １＝１＞０􀆰９８８５＞０􀆰８３７４＞０􀆰２１４３ 习题背景(习题水平)、内容广度、内容呈现方式、内容认知要求

韩国 １＞０􀆰９８８５＞０􀆰５０９＞０􀆰２４４７＞０ 内容呈现方式、内容广度、内容认知要求、习题背景、习题水平

日本 １＝１＞０􀆰４２１０６＞０＝０ 内容广度(内容认知要求)、习题水平、内容呈现方式(习题背景)

新加坡 ０􀆰９６２７＞０􀆰４７４５＞０􀆰２５７９＞０＝０ 内容呈现方式、习题水平、习题背景、内容广度(内容认知要求)

　　注:括号内表示并列因素．

从纵向来看,在中国的小学数学教材编写中,知识点呈现较为抽象,以理解和了解为主,探究性学习

较多并以多元背景编写习题;在新加坡的教材编写中更侧重内容呈现方式的抽象化、知识点的迁移、习题

背景的生活化等,而在内容广度和内容认知上只需要做到了解较少的知识点即可;韩国在教材编写中注重

以抽象的方式,为学生呈现较多的知识点以期达到理解的目的,但在习题上却以生活背景编写以期做到模

仿使用的程度;日本小学数学教材中呈现出以直观的方式呈现大量的知识点并要求掌握运用,但在习题编

写时则在没有背景的情况下希望学生能够学会知识点的迁移使用．

３􀆰２　结　论

笔者基于 AHP和灰色关联分析法构建模型,对中、韩、日、新四个国家的教材难度进行比较分析得

出:无论是从纵向国家内部比较还是横向国家间比较,中国的小学数学教材难度确实大于其他几个国家,

而且难度的影响因素主要体现在习题水平、习题背景和内容广度上．因此,在不考虑各国学生的数学基础

及智力因素等群体特性因素的情况下,仅就教材本身来看,在中国小学数学教材改革和教材编写、修订中:

在内容方面,可适当减少知识点数量,提高内容认知要求,以学生理解和掌握运用知识点为目的;在习题

编写方面,适当减少习题数量,降低习题难度,结合生活背景出题,让学生能够学以致用,在生活中思考和

学习,辩证吸收国外先进教育教学理念,实现“减负提质”的教改目标．
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StudyoftheDifficultyDegreeofPrimaryMathematicsTextbooks
inAsianCountriesBasedonAHPandGreyRelationalAnalysis

———ACaseStudyofChina,Singapore,SouthKoreaandJapan

ZHANGTingＧyan
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:AHP(analytichierarchyprocess)isappliedinthispapertodeterminetheweightsof５indexes
intheevaluationofthedifficultydegreeofprimarymathematicstextbooks．AgreyrelationalanalysismodＧ
elisestablishedonthebasisofthetheoryofgreysystemsoastoanalyzeandevaluatethedifficultydeＧ

greesofprimarymathematicstextbooksinChina,Singapore,SouthKoreaandJapan．Basedontheresults
oftheevaluation,thedifficultyofprimarymathematicstextbooksinthefourcountriesisintheorderof
China＞SouthKorea＞Japan＞Singapore．
Keywords:primarymathematics;difficultydegreeofatextbook;AHP;greyrelationalanalysis
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