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具有季节传播的两株肺结核传染病模型①
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摘要:在已有肺结核传染病模型基础上建立了具有季节性的耐药性与药物敏感性的肺结核传染病模型,分析了此

模型基本再生数R０ ＝max{R１,R２},得到了当R０ ＜１时此模型存在唯一的无病平衡点是全局渐进稳定的．最后分

析肺结核疾病持续的两种情况:第一种是当R１ ＜１且R２ ＞１时只有耐药性菌株持续;第二种是当R１ ＞１且R２ ＜

１时两个菌株都是持续的．
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随着抗生素药物的出现和使用,许多病毒出现耐药性．大多数发展中国家长期遭受肺结核传染病疾病

的威胁,耐药性肺结核菌株的出现带来了更大的挑战[１]．尽管半个世纪以来对于肺结核疾病有许多有效治

疗,但是肺结核疾病仍旧是人类现今主要传染病之一．由文献[２]可知在过去治疗肺结核过程中出现了新的

肺结核菌株可以抵抗一种或几种目前用来治疗肺结核疾病的药物．
许多传染病的传播随时间波动,表现出季节性传播．如流行性腮腺炎、水痘、风疹、百日咳等儿童传染

病具有的季节性行为,是由于具有周期性传播接触率所致．季节性传播的传染病不仅局限于儿童,像流感

也显示出具有季节性[３]．在最近的文章中,一些学者研究了具有季节性的肺结核传染病模型[４]．
本文分析了具有季节传播的肺结核传染病模型基本再生数R０＝ max{R１,R２},得到了当R０ ＜１时此模

型存在唯一的无病平衡点是全局渐进稳定的．接着分析了肺结核疾病持续的两种情况:第一种是当R１ ＜１且

R２ ＞１时只有耐药性菌株持续;第二种是当R１ ＞１且R２ ＜１时两种菌株都是持续的．

１　 模型建立以及无病平衡点的稳定性

我们将要考虑一个具有季节性传播的两株肺结核传染病模型．我们把人群划分为４个仓室分别为:易

感者S(t),即从未被肺结核感染的人群;潜伏者Ei(t),即被感染但不具有传染性的人群;感染者Ii(t),
即已经患病并且具有传染性的人群;康复者R(t),即患病后被治愈和自身康复的人群．i＝１,２分别是被药

物敏感性和耐药性菌株所感染的人群．文献[５－７]研究了被肺结核传染的人群可能会直接进入感染者仓室

而其它则是进入潜伏期．所以在本文模型也考虑这个重要因素．当人群数量较大时,我们采用文献[８]中的

标准发生率β(t)SI
N

,β(t)和N(t)分别表示感染率和总人口数量．那么总人口数量我们就可以表示为

N(t)＝S(t)＋E１(t)＋E２(t)＋I１(t)＋I２(t)＋R(t)
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单个易感者在单位时间内被感染的几率为

λi(t)＝βi(t)Ii(t)
N(t)

Λ 表示移入率(人口的出生和迁入率),μ 表示自然死亡率,(１－fi)代表被感染直接进入感染者仓室的比

率,即fi ＜１,ri 表示康复率,di 是因病死亡率,(１－p)表示在治疗过程中发生突变的比率．根据文章[９]
可知在治疗失败情况下药物敏感性菌株发生突变后一般进入E２(t)仓室．康复者会被再次感染并且它的发

生率为σiλi,i＝１,２且σi ∈ (０,１)．文献[１０－１２]提到肺结核传染病模型具有周期的感染率β(t)和周期

的激活率k(t)．因此,我们假定ki(t)与λi(t)都是ω周期的正连续函数且ω＞０(实际上,ω＝１２月)．我们

所建立的模型如下:

dS
dt＝Λ－μS－λ１(t)S－λ２(t)S

dE１

dt ＝f１λ１(t)S＋f１σ１λ１(t)R－(k１(t)＋λ２(t)＋μ)E１

dI１

dt ＝(１－f１)λ１(t)S＋(１－f１)σ１λ１(t)R＋k１(t)E１－(r１＋μ＋d１)I１

dE２

dt ＝f２λ２(t)S＋f２σ２λ２(t)R＋f２λ２(t)E１＋(１－p)r１I１－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)λ２(t)S＋(１－f２)σ２λ２(t)R＋(１－f２)λ２(t)E１＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

dR
dt＝pr１I１＋r２I２－(σ１λ１(t)＋σ２λ２(t)＋μ)R

ì

î

í
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(１)

此模型的无病平衡点是 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ,并且运用文献[１３]中的基本再生数定义和文献[１４]中的非自

治半流一致持续性来说明基本再生数是一个关键参数能够确定疾病灭亡和持续．
系统(１)中６个方程相加得到

dN
dt ＝Λ－d１I１－d２I２－μN ≤Λ－μN

我们很容易知道线性方程dN
dt ＝Λ－μN 有唯一的平衡点N∗ ＝

Λ
μ

并且是全局稳定的．由文献[１５]的比较定

理知道N(t)是最终有界的 并且系统(１)解的存在区间为[０,∞)．
１􀆰１　 模型的分析

将系统(１)中第２,３,４,５个方程在无病平衡点 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 处线性化得

dE１

dt ＝f１β１(t)I１－(k１(t)＋μ)E１

dI１

dt ＝(１－f１)β１(t)I１＋k１(t)E１－(r１＋μ＋d１)I１

dE２

dt ＝f２β２(t)I２＋(１－p)r１I１－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)β２(t)I２＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２
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(２)

下面计算基本再生数,我们定义

F(t)＝
F１(t) ０

０ F２(t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 　　　V(t)＝

V１(t) ０
A V２(t)

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

这里
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F１(t)＝
０ f１β１(t)

０ (１－f１)β１(t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 　　　V１(t)＝

k１(t)＋μ ０

－k１(t) r１＋μ＋d１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

F２(t)＝
０ f２β２(t)

０ (１－f２)β２(t)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ 　　　V２(t)＝

k２(t)＋μ ０
k２(t) r２＋μ＋d２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

ΦV(t)和ρ(ΦV(ω))分别表示以ω 为周期的线性系统dz
dt＝V(t)z单值矩阵和谱半径．假定Y(t,s),t≥s,

是以ω 为周期的线性系统

dy
dt＝－V(t)y (３)

的演化运算．对任意s∈R,４×４阶的矩阵Y(t,s)满足

d
dtY

(t,s)＝－V(t)Y(t,s)　　　∀t≥s,Y(s,s)＝I

这里I是４×４阶的单位矩阵．因此,系统(３)的单值矩阵Φ－V(t)就等于Y(t,０),t≥０．
在周期系统的情况下,我们假定在时间s时感染者的分布ϕ(s)是以ω为周期的函数．那么F(s)ϕ(s)就

表示在时间s新被感染的个体的人数．当t≥s,那么Y(t,s)F(s)ϕ(s)表示在时间s被感染并在时间t仍

然是感染者的一个分布．下面定义

ψ(t):＝∫
t

－∞
Y(t,s)F(s)ϕ(s)ds＝∫

∞

０
Y(t,t－a)F(t－a)ϕ(t－a)da

表示到时间t之前所有新增感染者的个体的一个分布．
令Cω 为巴拿赫空间中以ω 为周期的函数所有序列并且是从R到R４,定义它的最大范数表示为 ‖􀅰‖

与正锥C＋
ω :＝{ϕ ∈Cω:ϕ(t)≥０,∀t∈R}．那么我们定义一个线性算子L:Cω →Cω,

(Lϕ)(t):＝∫
∞

０
Y(t,t－a)F(t－a)ϕ(t－a)da (４)

参考文献[１３],我们把L 叫做下一代算子,并且定义L 的谱半径R:＝ρ(L)为基本再生数．我们用上面类

似的方法,定义药物敏感性肺结核的基本再生数为下一代算子L１ 的谱半径R１:＝ρ(L１),

(L１ϕ１)(t):＝∫
∞

０
Y１(t,t－a)F１(t－a)ϕ１(t－a)da　　　∀t∈R

这里Y１(t,s),t≥s是线性的周期系统dy
dt＝－V１(t)y的演化运算．定义耐药性肺结核的基本再生数为下一

代算子L２ 的谱半径R２:＝ρ(L２),

(L２ϕ２)(t):＝∫
∞

０
Y２(t,t－a)F２(t－a)ϕ２(t－a)da　　　∀t∈R

这里Y２(t,s),t≥s是线性的周期系统dy
d ＝－V２(t)y 的演化运算．

又因为系统(１)满足[１３]中定理２．１的５个条件,根据其基本再生数的定义我们可知;R０ ＞１时当且

仅当R１ ＞１或R２ ＞１;而R０ ＜１时当且仅当R１ ＜１且R２ ＜１．所以我们可以看出R０＝max{R１,R２}．
１􀆰２　 无病平衡点的全局稳定性

利用文献[１３]的定理２􀆰２我们知:
引理１　􀃠R０＝１当且仅当ρ(ΦF－V(ω))＝１;

􀃡R０ ＞１当且仅当ρ(ΦF－V(ω))＞１;

􀃢R０ ＜１当且仅当ρ(ΦF－V(ω))＜１;

􀃣 当R０ ＜１无病平衡点 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是局部渐近稳定的(反之不稳定)．

定理１　 如果基本再生数R０ ＜１,则系统(１)的无病平衡点 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是全局渐近稳定的．
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证 　通过引理１,我们可知R０ ＜１,那么无病平衡点 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是局部渐近稳定的．下面我们

只需要证明它是全局吸引的即可．因为R０ ＜１,我们知道ρ(Φ(F－V)(ω))＜１．因此我们选择一个充分小δ＞
０使得ρ(ΦG(δ)(ω))＜１,

G(δ,t)＝

－(k１(t)＋μ) f１β１(t) ０ δ
k１(t) a ０ ０

０ (１－p)r１ －(k２(t)＋μ) f２β２(t)

０ ０ k２(t) b

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

这里

a＝(１－f１)β１(t)－(r１＋μ＋d１)　　　b＝(１－f２)β１(t)－(r２＋μ＋d２)

因此存在一个正整数N１,对任意t≥N１ω 使得N(t)≤
Λ
μ

＋δ．当t≥N１ω,那么

dE１

dt ≤f１β１(t)I１－(k１(t)＋μ)E１＋δI２

dI１

dt ＝(１－f１)β１(t)I１＋k１(t)E１－(r１＋μ＋d１)I１

dE２

dt ＝f２β２(t)I２＋(１－p)r１I１－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)β２(t)I２＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

ì
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根据文献[１６]存在一个正的ω 周期函数h(t),那么exp
t
ωlnρ(ΦG(δ)(ω)){ }h(t)为系统

dE１

dt ＝f１β１(t)I１－(k１(t)＋μ)E１＋δI２

dI１

dt ＝(１－f１)β１(t)I１＋k１(t)E１－(r１＋μ＋d１)I１

dE２

dt ＝f２β２(t)I２＋(１－p)r１I１－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)β２(t)I２＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

的解．因为ρ(ΦG(δ)(ω))＜１,当t→ ∞ 时exp
t
ωlnρ(ΦG(δ)(ω)){ }h(t)→０．对任意非负初值x０ 与充分大

M ＞０使得

E１(N１ω,x０),I１(N１ω,x０),E２(N１ω,x０),I１(N１ω,x０)( ) ≤Mh(０)
运用文献[１５]中的比较定理,我们得到

E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I１(t,x０)( ) ≤Mexp
t
ωlnρ(ΦG(δ)(ω)){ }h(t)

对于t≥N１ω 成立．因此,

lim
t→＋∞

E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０)( ) ＝０　　　∀x０ ∈R６
＋

又由文献[１７]中渐近自治半流定理,当t→＋∞ 时S(t,x０)→
Λ
μ

并且R(t,x０)→０．所以无病平衡点是

全部吸引的．

２　 周期解

在上一节中,我们通过证明知道当R０ ＜１时疾病最终是消亡的．在此节中我们将要考虑R０ ＞１的情
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况．我们分情况讨论R０ ＞１．首先考虑基本再生数R２ ＞１且R１ ＜１的情况．通过定理１我们可以知道药物

敏感性肺结核菌株最终是消亡的,那么只有耐药性菌株存在,所以当时间t→ ∞ 系统(１)就等价于下面的

系统:

dS
dt＝Λ－μS－λ２(t)S

dE２

dt ＝f２λ２(t)S＋f２σ２λ２(t)R－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)λ２(t)S＋(１－f２)σ２λ２(t)＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

dR
dt＝r２I２－(σ２λ２(t)＋μ)R

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(５)

定义

U:＝{(S,E２,I２,R)∈R４
＋,N ≤S＋E２＋I２＋R}

U０:＝{(S,E２,I２,R)∈U:E２ ＞０,I２ ＞０},ƏU０:＝U\U０

设P１:U →U 为系统(５)的Poincaré映射,所以

P１(x０)＝ S(ω,x０),E２(ω,x０),I２(ω,x０),R(ω,x０)( ) 　　　∀x０ ∈U
根据文章[４]中的引理３􀆰１和定理３􀆰１我们得到以下引理与定理:

引理２　 当 基本再生数R１ ＜１且R２ ＞１时,那么存在一个ε∗ ,对任意的初值(S０,E０
２,I０

２,R０)∈

X０ 使得 当 ‖(S０,E０
２,I０

２,R０)－
Λ
μ

,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ≤ε∗ 时,有

limsup
m→∞

d Pm
１ (S０,E０

２,I０
２,R０)－

Λ
μ

,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ε∗ (６)

　　 定理２　 当药物敏感性菌株的基本再生数R１ ＜１并且耐药性菌株的基本再生数R２ ＞１,那么存在一

个ε,对于系统(５)任意初值x０＝(S０,E０
２,I０

２,R０)的解

S(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０),R(t,x０)( )

都满足

liminf
t→＋∞

E２(t)≥ε　　　liminf
t→＋∞

I２(t)≥ε

并且系统(５)至少存在一个正周期解．
接下来我们考虑第二种情况R１ ＞１且R２ ＜１．定义

X:＝{(S,E１,I１,E２,I２,R)∈R６
＋,N ≤S＋E１＋I１＋E２＋I２＋R}

U􀬈０:＝{(S,E１,I１,E２,I２,R)∈X:E１ ＞０,I１ ＞０},ƏU􀬈０:＝X\U􀬈０

设P２:X →X 是 系统的(１)Poincaré映射,

P２(x０)＝ S(ω,x０),E１(ω,x０),I１(ω,x０),E２(ω,x０),I２(ω,x０),R(ω,x０)( ) 　　　∀x０ ∈X
　　 引理３　 当基本再生数R１ ＞１且R２ ＜１时,那么存在一个ε∗ ,对任意的初值(S０,E０

１,I０
１,E０

２,I０
２,

R０)∈X０ 使得 当 ‖(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ≤ε∗ 时,有

limsup
m→∞

d Pm
２ (S０,E０

１,I０
１,E０

２,I０
２,R０)－

Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ε∗ (７)

　　 证 　 因为存在一个ε∗ ,对任意的初值x０＝(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈U􀬈０ 使得

‖(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ≤ε∗

由于解的连续性可知对 ∀t∈ [０,ω]有

‖(S(t,x０),E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０),R(t,x０))－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ＜ε
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现在我们要证明

limsup
m→∞

d Pm
２ (S０,E０

１,I０
１,E０

２,I０
２,R０)－

Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≥ε∗

我们假定不成立,那么对于任意初值(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈X０ 且m ≥０有

limsup
m→∞

d Pm
２ (S０,E０

１,I０
１,E０

２,I０
２,R０), Λ

μ
,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜ε∗

根据解的连续性,有

‖(S(t,x０),E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０),R(t,x０))－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ＜ε

∀m ≥０,∀t≥０．对于任意的t≥０,设t＝mω＋t′,t′∈ [０,ω)且m 是t
ω

商的最大整数．因为

‖(S(t,x０),E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０),R(t,x０))－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ＝

‖(S(t′,x０),E１(t′,x０),I１(t′,x０),E２(t′,x０),I２(t′,x０),R(t′,x０))－
Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ＜

ε∀t＞０
所以E１(t)＜ε,I１(t)＜ε,E２(t)＜ε,I２(t)＜ε,∀t＞０．带入系统(１),我们令β(t)＝max{β１(t),

β２(t),k２(t)}有

d(S＋R)
dt ≥Λ－μ(S＋R)－２β(t)ε

dI２

dt ≤４β(t)ε－μI２

dN
dt ≤Λ－μN

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

为求上述(S＋R)与I２ 最终取值,我们考虑下面的扰动方程

d(S
∧
＋R

∧)
dt ＝Λ－μ(S

∧
＋R

∧)－２β(t)ε

dI
∧
２

dt ＝４β(t)ε－μI
∧
２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(８)

根据文章[４]引理３􀆰１我们知道系统(８)存在唯一的周期解((S
∧
＋R

∧ )∗ (t,ε),I
∧∗

２ (t,ε))在 R２
＋ 内是

全局吸引的并且对于充分小的η ＞０有(S
∧
＋R

∧ )∗ (t,ε)≥
Λ
μ

－η,０≤I
∧∗

２ (t,ε)≤η．所以当t→ ∞

时,(S＋R)≥
Λ
μ

－η 和０≤I２ ≤η．此外很容易看出当t→ ∞ 时Λ
μ

－η ≤ N(t)≤
Λ
μ

＋η．将其代

入系统 (１)第２与第３个方程,得到

dE１

dt ≥f１β１(t)I１
１－

２η
Λ
μ

＋η

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷－

k１(t)＋μ＋β２(t)η
Λ
μ

－η

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷
E１

dI１

dt ≥ (１－f１)β１(t)I１
１－

２η
Λ
μ

＋η

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷＋k１(t)E１－(r１＋μ＋d１)I１

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(９)

我们令

δ２:＝max
２η

Λ
μ

＋η
,β２(t)η
Λ
μ

－η{ }
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并且考虑对比系统

dE􀬈１

dt ＝f１β１(t)I􀬈１(１－δ２)－(k１(t)＋μ＋δ２)E􀬈１

dI􀬈１

dt ＝(１－f１)β１(t)I􀬈１(１－δ２)＋k１(t)E􀬈１－(r１＋μ＋d１)I􀬈１

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１０)

通过文献[１６],我们知道系统(１０)存在一个正的ω 周期函数(E􀬈１(t),I􀬈１(t))T 使得

(E􀬈１(t),I􀬈１(t))T ＝exp(ζ１t)(E􀬈１(t),I􀬈１(t))T

为(１０)的一个解,这里

ζ１＝
１
ωlnρ(Φ(F１－V１)δ２

(ω))

因为R１ ＞ １ 且 R２ ＜ １,我们知道ρ(Φ(F１－V１)δ２
(ω))＞ １．因此,存在 一 个 充 分 小 的δ２ ＞ ０ 使 得

ρ(Φ(F１－V１)δ２
(ω))＞１．令F１(δ２)等于(１－δ２)F１(t),

(F１－V１)(δ２)＝
－(k１(t)＋μ＋δ２) f１β１(t)(１－δ２)

k１(t) (１－f１)β１(t)(１－δ２)
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

设t＝nω,n 为正整数,那么当n → ∞,ωζ１ ＞０我们得到

E􀬈１(nω),I􀬈１(nω)( ) T ＝exp(ζ１ω)E􀬈１(nω),I􀬈１(nω)( ) T → (∞,∞)T

对于系统(１０)任意的非负初值(E１(０),I１(０))T,那么存在一个充分小的m∗ ＞０使得

(E１(０),I１(０))T ≥m∗ (E􀬈１(０),I􀬈１(０))T

通过文献[１５]中的比较定理可知,对于任意t＞０都有

(E１(t),I１(t))T ≥m∗ (E􀬈１(t),I􀬈１(t))T

因此,当n → ∞ 时E１(nω)→ ∞ 且I１(nω)→ ∞,与其有界矛盾．所以此引理证毕．
定理３　 当药物敏感性菌株的基本再生数R１ ＞１并且耐药性菌株的基本再生数R２ ＜１,那么存在一个

ε,对于系统(１)任意初值x０＝(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈U􀬈０ 的解

S(t,x０),E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０),R(t,x０)( )

都满足

liminf
t→＋∞

E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０)( ) ≥ (ξ,ξ,ξ,ξ)

并且系统(１)至少存在一个正周期解．
证 　 要证明定理３,我们首先要证明{Pm

２ }m≥０ 是关于(U０,ƏU０)一致持续的．根据系统(１)的形式,我

们 很容易看出U􀬈 与ƏU􀬈０ 都是正不变集．又因为ƏU􀬈０ 关于U􀬈 是显然闭的．设

M􀬈Ə ＝{(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈ƏU􀬈０:Pm(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈ƏU􀬈０,∀m ＞０}

接下来我们要说明

M􀬈Ə ＝{(S,０,０,E２,I２,R)∈ƏU􀬈０:S ≥０,E２ ≥０,I２ ≥０,R ≥０} (１１)

即对于任意的(S０,E０
１,I０

１,E０
２,I０

２,R０)∈M􀬈Ə,有E１(mω)＝I１(mω)＝０,∀m ≥０．假定E１(nω)≠０,

I１(nω)≠０,∀m ≥０,那么存在一个 ∀m１ ≥０使得(E１(m１ω),I１(m１ω))T ＞０．从S(t)的表达式我们

可以看出

N(t)≥S(t)＞０　　　∀t＞m１ω
以初始时间为m１ω．由文章[１８]中定理４􀆰１１知对任意的初值(E１(m１ω),I１(m１ω))T ＞０,当t＞m１ω 时,

(E１(t),I１(t))T ≫０,所以

(S(t),E１(t),I１(t),E２(t),I２(t),R(t))∈U􀬈０　　　∀t＞m１ω
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这表明(１１)式是成立的．显然 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是P２ 在M􀬈Ə 中的一个不动点．对于线性系统

dS
dt＝Λ－μS－λ２(t)S

dE２

dt ＝f２λ２(t)S＋f２σ２λ２(t)R－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ＝(１－f２)λ２(t)S＋(１－f２)σ２λ２(t)R＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

dR
dt＝r２I２－(σ２λ２(t)＋μ)R

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１２)

由于 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是全局渐近稳定的．故根据引理３．３可知 Λ

μ
,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 在U􀬈 中是一个孤

立的不变集并且Ws Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ∩U􀬈０＝ Ø．所以M􀬈Ə 中每一个轨道都靠近 Λ

μ
,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ,

并且 Λ
μ

,０,０,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 在M􀬈Ə 中是无环的．根据文献[１４],P２ 关于(U􀬈０,ƏU􀬈０)是一致持续的．那么存在

一个ξ＞０使得解系统(１)对于初值(S０,E０
１,I０

１E０
２,I０

２,R０)∈U􀬈０ 的任意解(S(t),E１(t),I１(t),

E２(t),I２(t),R(t))满足

liminf
t→＋∞

E１(t)≥ξ１　　　liminf
t→＋∞

I１(t)≥ξ１

此外,根据文献[１４]我们还可以知道P２ 有一个不动点

x∗ ＝(S∗ (０),E∗
１ (０),I∗

１ (０),E∗
２ (０),I∗

２ (０),R∗ (０))∈U􀬈０

且S∗(０)≥０,E∗
１ (０)＞０,I∗

１ (０)＞０,E∗
２ (０)≥０,I∗

２ (０)≥０,R∗(０)≥０,N∗(０)≥０．显然N∗(０)＞

０是因为对于任意t＞０,有N(t)＝S(t)＋E１(t)＋I１(t)＋E２(t)＋I２(t)＋R(t)．下面我们要证明当t∈ [０,

ω]时,S∗(t)＞０．假定S∗(t)＝０,由于S∗(t)是周期的,对任意的t≥０有S∗(t)≡０．从系统(１)的第一

个方程,我们得到０＝Λ,矛盾．那么

S∗ (t)＝exp－∫
t

t
(μ＋λ１(s)＋λ２(s))ds( ) ×

S∗ (t)＋Λ∫
t

t
exp∫

s

t
μ＋λ１(ζ)＋λ２(ζ)( )dζ( )ds( ) ＞０　　　∀t∈ [t,t＋ω]

对任意t＞０周期解S∗ (t)＞０．因为N(t)＞S(t),那么对任意t＞０,N∗ (t)＞０．我们假定对任意t＞
０时R∗ (t)≡０．根据系统 (１)第６个方程,我们可知

０＝pr１I∗
１ (０)＞０

矛盾．所以当t∈ [０,ω]时R∗ (t)＞０．我们求得

R∗ (t)＝exp－∫
t

t
(μ＋σ１λ１(s)＋σ２λ２(s))ds( ) ×

R∗ (t)＋∫
t

t
pr１I１(s)＋r２I２(s)( )exp∫

s

t
μ＋σ１λ１(ζ)＋σ２λ２(ζ)( )dζ( )ds( ) ＞０

∀t∈ [t,t＋ω]
将liminf

t→＋∞
E１(t)≥ξ１ 与liminf

t→＋∞
I１(t)≥ξ１ 代入系统(１)的第４和第５个方程,得到

dE２

dt ≥f２λ２(t)S＋f２σ２λ２(t)R＋f２λ２(t)ξ１＋(１－p)r１ξ１－(k２(t)＋μ)E２

dI２

dt ≥ (１－f２)λ２(t)S＋(１－f２)σ２λ２(t)R＋(１－f２)λ２(t)ξ１＋k２(t)E２－(r２＋μ＋d２)I２

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

根据文献[１６]比较原理,我们可以知道(E２(t),I２(t))∈Int(R２
＋)．所以存在一个ξ２ ＞０使得
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liminf
t→＋∞

E２(t)≥ξ２　　　liminf
t→＋∞

I２(t)≥ξ２

令ξ＝max{ξ１,ξ２},那么

liminf
t→＋∞

E１(t,x０),I１(t,x０),E２(t,x０),I２(t,x０)( ) ≥ (ξ,ξ,ξ,ξ)

根据系统(１)第５个方程,对于t∈ [０,ω]我们得到

I∗
２ (t)＝exp∫

t

t
(１－f２)β２(s)S

(s)＋σ２R(s)＋E１(s)
N(s) －(μ＋r２＋d２)ds

æ

è
ç

ö

ø
÷ ×

I∗
２ (t)＋∫

t

t
(k２(s)E２(s))exp －∫

s

t
(１－f２)β２(ζ)S

(ζ)＋σ２R(ζ)＋E１(ζ)
N(ζ) －(μ＋r２＋d２)dζ

æ

è
ç

ö

ø
÷dsæ

è
ç

ö

ø
÷ ＞

０　　　∀t∈ [t,t＋ω]
将系统(１)第２和第３个方程在周期解(S∗ (t),E∗

１ (t),I∗
１ (t),E∗

２ (t),I∗
２ (t),R∗ (t))处线性化得到一个

不可约合作矩阵

－ k１(t)＋β２(t)I
∗
２ (t)

N∗ (t)＋μ
æ

è
ç

ö

ø
÷ f１β１(t)S

∗ (t)＋σ１R∗ (t)
N∗ (t)

k１(t) (１－f１)β１(t)S
∗ (t)＋σ１R∗ (t)

N∗ (t) －(r１＋μ＋d１)

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

那么 ∀t≥０,(E∗
１ (t),I∗

１ (t))∈Int(R２
＋)．因此,(S∗ (t),E∗

１ (t),I∗
１ (t),E∗

２ (t),I∗
２ (t),R∗ (t))是系

统(１)一个以ω 为周期的解．

３　 小 　 结

在本文中我们针对肺结核具有季节性传播以及耐药性的特点,考虑了一个具有季节性传播的药物敏感

性与耐药性肺结核传染病模型．首先定义了模型的基本再生数R０＝max{R１,R２},并且证明了当R０ ＜１时

此模型存在唯一的无病平衡点是全局渐近稳定的．接着我们分析肺结核疾病持续的两种情况:第一种是当

R１ ＜１且R２ ＞１时只有耐药性菌株持续,第二种是当R１ ＞１且R２ ＜１时两个菌株都是持续的．

参考文献:
[１] FATTORINIL,MIGLIORIGB,CASSONE A．ExtensivelyDrugＧResistant(XDR)Tuberculosis:anOldandNew

Threat,Ann[J]．InstSuperSanit􀅡,２００７,４３(４):３１７－３１９．
[２]　LUCIANIF,SISSONSA,JIANGH,etal．TheEpidemiologicalFitnessCostofDrugResistanceinMycobacteriumTuＧ

berculosis[J]．PNAS,２００９,１０６(３４):１４７１１－１４７１５．
[３]　NORMILE D,ENSERINK M．WithChangeintheCeasons,BirdFlu Returns [J]．Science,２００７,３１５(５８１１):

４４８－４４８．
[４]　LIU W M,LEVINSA,IWASAY．InfluenceofNonlinearIncidenceRatesupontheBehaviourofSIRSEpidemiological

Models[J]．JMathBiol,１９８６,２３(２):１８７－２０４．
[５]　BLOWERSM．TheIntrinsicTransmissionDynamicsofTuberculosisEpidemics[J]．NatMed,１９９５,１(８):８１５－８２１．
[６]　BLOWERSM,SMALLPM,HOPEWELLPC．ControlStrategiesforTuberculosisEpidemics:New ModelsforOld

Problems[J]．Science,１９９６,２７３:４９７－５００．
[７]　ZIVE,DALEYCL,BLOWERSM．EarlyTherapyforLatentTuberculosisInfection[J]．AmJEpidemiol,２００１,１５３:

３８１－３８５．
[８]　MAZ,ZHOU Y,WANG W,etal．MathematicalModelingandStudyingofDynamicModelsofInfectiousDiseases

[M]．London:SciencePress,２００４．
[９]　RODRIGUESP,GOMESMG,REBELOC．DrugResistanceinTuberculosisＧaReinfectionModel[J]．TheorPopulBiＧ

ol,２００７,７１:１９６－２１２．
[１０]JANMEJAAK,MOHAPATRAPR．SeasonalityofTuberculosis[J]．IntJTubercLungDis,２００５,９:７０４－７０５．
[１１]RIOSM,GARCIAJM,SANCHEZJA,PEREZD．AStatisticalAnalysisoftheSeasonalityinPulmonaryTuberculosis

９第１１期　　　　　　　　 　付恩骏,等:具有季节传播的两株肺结核传染病模型



[J]．EurJEpidemiol,２０００,１６:４８３－４８８．
[１２]THORPELE,FRIEDENTR,LASERSONKF,etal．SeasonalityofTuberculosisinIndia:IsItRealandWhatDoes

ItTellUs[J]．Lancet,２００４,３６４:１６１３－１６１４．
[１３]WANG W,ZHAOXQ．ThresholdDynamicsforCompartmentalEpidemicModelsinPeriodicEnvironments[J]．JDyn

DifferEqu,２００８,２０(３):６９９－７１７．
[１４]ZHAOXQ．DynamicalSystemsinPopulationBiology[M]．NewYork:Springer,２００３．
[１５]SMITH HL,WALMANP．TheTheoryoftheChemostat[M]．Cambridge:CambridgeUniversityPress,１９９５．
[１６]ZHANGF,ZHAO X Q．APeriodicEpidemicModelinaPatchyEnvironment[J]．JMathAnalAppl,２００７,３２５,

４９６－５１６．
[１７]THIEMEHR．ConvergenceResultsandAPoincaréＧBendisonTrichotomyforAsymptoticalAutonomousDifferentialEＧ

quations[J]．JMathBiol,１９９２,３０:７５５－７６３．
[１８]SMITH H L．MonotoneDynamicalSystems:anIntroductiontotheTheoryofCompetitiveandCooperativeSystems,

MathematicalSurveysandMonographs[M]．NewYork:Am MathSoc,１９９５．

ATwoＧStainTuberculosisModelwithSeasonality

FUEnＧjun１,　WANG WenＧdi２,　HUANGZhengＧyang１

１􀆰Ya􀆳anVocationalandTechnicalCollege,YaanSichuan６２５０００,China;

２􀆰SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:Tuberculosis(TB)transmissionhasaperiodictrendaccordingtostatisticaldataofTBcases
showingseasonalfluctuationsinpoorresourceＧsettings．AtwoＧstrainTBmodelincorporatingseasonalityis
developedandthebasicreproductionnumberR０＝max{R１,R２}isdefined,fori＝１,２denotesdrugＧsensiＧ
tivestrainanddrugＧresistantstrain,respectively．Itisshownthatthediseasefreeequilibriumisglobally
asymptoticallystableandthediseasealwaysdiesoutifR０＜１;whilethediseaseisuniformlypersistentif
R０＞１．ThedrugＧresistantstainhasatleastonepositiveperiodicsolutionifR２＞１andR１＜１;thetwoＧ
strainTBmodelhasatleastonepositiveperiodicsolutionifR１＞１andR２＜１．
Keywords:seasonality;basicreproductionnumber;uniformpersistence;periodicsolution
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