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具有非线性边界流的多孔介质
方程解的爆破时间的下界估计①

周　军

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究了一类具有非线性边界流的多孔介质方程．利用能量函数研究了该模型解的爆破时间的下界估计,推广

了已有研究结果．
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本文研究如下一类非线性抛物方程:

ut＝∑
n

i,j＝１
aij(x)um( ) xi[ ] xj －f(u) x ∈Ω,t＞０

∑
n

i,j＝１
aij(x)um( ) xiνj ＝g(u) x ∈∂Ω,t＞０

u(x,０)＝u０(x) x ∈Ω

(１)

其中:m ＞１是常数,Ω ⊂Rn(n≥３)是一个凸的具有光滑边界∂Ω 的有界区域,ν＝(ν１,􀆺,νn)表示∂Ω

上的单位外法向,u０(x)是初值．假设存在常数θ􀬈 ＞０使得对η＝(η１,􀆺,ηn)下式成立:

∑
n

i,j＝１
aij(x)ηiηj ≥θ􀬈|η|２ (２)

f 和g 满足

f(τ)≥γ１τp,g(τ)≤γ２τq,τ≥０ (３)

其中:p ＞１,q＞１,γ１ 和γ２ 是正常数．模型(１)被称为燃烧模型,文献[１－３]描述了其物理背景．
问题(１)的一种特殊情况是如下方程

ut＝Δu－f(u) x ∈Ω,t＞０

∂νu＝g(u) x ∈∂Ω,t＞０

u(x,０)＝u０(x)≥０ x ∈Ω

(４)

在f 和g满足(３)式的条件下,文献[４]研究了(４)式解的整体存在和爆破条件,证明了(４)式的解在２q＜
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p＋１的条件下不会在有限时间内爆破,并在对f 和g 的一些合理的假设下,证明了解在有限时间内爆破,

进一步,在一些更为严格的假设下研究了爆破时间的下界估计．
在m＝１,aij(x)满足(２)式及f 和g 满足(３)式的条件下,文献[５－６]研究了(１)式．文献[５]研究

了其整体存在和爆破条件．文献[６]研究了爆破时间的下界估计,结果如下:

定理１　 假设u(x,t)是(１)式的非负解,f 和g 满足(３)式并且２q≥p＋１,u０ ∈L２k(Ω),

k＞ max２(n－２)(q－１),q
２－１,１{ } (５)

如果u(x,t)在有限时刻T 爆破,则T 满足估计:

T ≥∫
＋∞

Φ(０)

dξ

k２＋k１ξ＋k６ξ
３(n－２)
３n－８

(６)

其中

Φ(０)＝∫Ω
u２k

０dx

k１,k２,k６ 是正常数,其定义参见文献[６]．
模型(１)的另一种特殊情形为

ut＝Δum －f(u) x ∈Ω,t＞０

∂νum ＝g(u), x ∈∂Ω,t＞０

u(x,０)＝u０(x)≥０ x ∈Ω

(７)

文献[７]证明了(７)式的解的整体存在的条件是(３)式成立且２m ＜２q＜m＋p,在对f和g的一些合理的

假设下,证明了解在有限时间内爆破．
受上述文献的启发,本文研究问题(１)的爆破时间的下界估计．类似于文献[７],我们可以证明(１)式的

解整体存在如果(３)式成立并且２m ＜２q＜m＋p．所以为了研究爆破时间的下界估计,假设(３)式成立并

且２q≥m＋p．本文的主要结果如下:

定理２　 假设u(x,t)是(１)式的非负经典解,u０ ∈L４(n－２)(q－１)(Ω),f 和g 满足(３)式并且２q≥m＋

p．如果u(x,t)在有限时刻T 爆破,则T 满足估计:

T ≥∫
＋∞

Ψ(０)

dξ

c１ξ＋c􀬈
３ξ

３(n－２)
３n－８

(８)

其中:Ψ(０)＝∫Ω
u４(n－２)(q－１)

０ (x)dx,c１ 和c􀬈
３ 是将在证明中给出的正常数．

证 　 我们定义如下辅助函数:

Ψ(t)＝∫Ω
u２k(x,t)dx,k＝２(n－２)(q－１) (９)

利用(１),(２),(３)式和散度定理,我们有

Ψ′(t)≤２k∫∂Ω
u２k－１g(u)ds－２mk(２k－１)θ􀬈∫Ω

um－１u２k－２|▽u|２dx－２k∫Ω
u２k－１f(u)dx ≤

２kγ２∫∂Ω
u

(４n－７)k
２n－４ ds－

２θ(２k－１)
k ∫Ω

▽uk ２dx－２kγ１∫Ω
u２k＋p－１dx (１０)

其中θ＝θ􀬈mM,M 是um－１ 的下界．令

ρ０＝minx∈∂Ω(x􀅰ν)＞０

d＝maxx∈Ω|x|＞０
则有
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∫Ω
▽􀅰 xu

(４n－７)k
２n－４( )dx＝∫∂Ω

u
(４n－７)k
２n－４ x􀅰νds≥ρ０∫∂Ω

u
(４n－７)k
２n－４ ds (１１)

∫Ω
▽􀅰 xu

(４n－７)k
２n－４( )dx ≤n∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ dx＋

(４n－７)kd
２n－４∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ －１

|▽u|dx (１２)

利用(１１)和(１２)式,我们可以得到

∫∂Ω
u

(４n－７)k
２n－４ ds≤

n
ρ０∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ dx＋

(４n－７)kd
(２n－４)ρ０∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ －１

|▽u|dx (１３)

从而由(１０)和(１３)式可知

Ψ′(t)≤２kγ２
n
ρ０∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ dx＋

(４n－７)kd
(２n－４)ρ０∫Ω

u
(４n－７)k
２n－４ －１

|▽u|dxé

ë
êê

ù

û
úú－

２θ(２k－１)
k ∫Ω

▽uk ２dx－２kγ１∫Ω
u２k＋p－１dx (１４)

另一方面,利用 Hölder不等式和 Young不等式可知

∫Ω
u

(４n－７)k
２n－４ dx＝∫Ω

uku
(２n－３)k
２n－４ dx ≤∫Ω

u
(２n－３)k
n－２ dx( )

１
２

∫Ω
u２kdx( )

１
２

≤

１
２∫Ω

u
(２n－３)k
n－２ dx＋

１
２∫Ω

u２kdx (１５)

∫Ω
u

(４n－７)k
２n－４ －１

|▽u|dx ≤
１
k∫Ω

u
(２n－３)k
n－２ dx( )

１
２

∫Ω
▽uk ２dx( )

１
２

≤

１
２μ∫Ω

u
(２n－３)k
n－２ dx＋ μ

２k２∫Ω
▽uk ２dx (１６)

其中μ 是任意的正常数,并且

∫Ω
u２k＋p－１ ≥|Ω|

１－p
２kΨ

１＋
p－１
２k (１７)

其中|Ω|表示Ω 的测度．将(１５)－(１７)式代入(１４)式可知

Ψ′(t)≤
nkγ２

ρ０
Ψ ＋

kγ２

ρ０
n＋

k(４n－７)d
(２n－４)μ

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

u
(２n－３)k
n－２ dx＋

γ２(４n－７)dμ
(２n－４)ρ０

－
２(２k－１)θ

k
æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

▽uk ２dx－２kγ１|Ω|
１－p
２kΨ

１＋
p－１
２k (１８)

现在利用 Hölder不等式可得

∫Ω
u

(２n－３)k
n－２ dx ≤∫Ω

u２kdx( )
１
２

uku
nk
n－２dx( )

１
２ ≤∫Ω

u２kdx( )
３
４

u
２nk
n－２dx( )

１
４ (１９)

利用Sobolev不等式[８],对n ≥３,我们有

∫Ω
u

２nk
n－２dx( )

１
４

≤ (cs)
n

２(n－２)uk
n

２(n－２)
W１,２(Ω) ≤c ‖▽uk‖

n
２(n－２)
L２(Ω)＋‖uk‖

n
２(n－２)
L２(Ω)( ) (２０)

其中cs 是和Ω 及n有关的常数．c的定义如下:当n＝３时为２
１
２ (cs)

３
２ ;当n＞３时为(cs)

n
２(n－２)．结合(１９),

(２０)式以及 Young不等式可知

∫Ω
u

(２n－３)k
n－２ dx ≤c Ψ

２n－３
２(n－２)＋

３n－８
４(n－２)λ

－
n

３n－８Ψ
３(n－２)
３n－８ ＋

nλ
４(n－２)∫Ω

▽uk ２dxé

ë
êê

ù

û
úú (２１)

其中λ 是任意的正常数．结合(１８)和(２１)式,我们有

Ψ′(t)≤c１Ψ ＋c２Ψ
２n－３

２(n－２)＋c３Ψ
３(n－２)
３n－８ ＋c４∫Ω

▽uk ２dx－２kγ１|Ω|
１－p
２kΨ

１＋
p－１
２k (２２)
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其中:

c１＝
nkγ２

ρ０

c２＝
kcγ２

ρ０
n＋

k(４n－７)d
(２n－４)μ

æ

è
ç

ö

ø
÷

c３＝
kcγ２(３n－８)
４ρ０(n－２) n＋

k(４n－７)d
(２n－４)μ

æ

è
ç

ö

ø
÷λ－

n
３n－８

c４＝
kncλγ２

４ρ０(n－２)n＋
k(４n－７)d
(２n－４)μ

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

γ２(４n－７)dμ
(２n－４)ρ０

－
２(２k－１)θ

k
选取μ 充分小使得:

c２ ≥２kγ１|Ω|
１－p
２k

γ２(４n－７)dμ
(２n－４)ρ０

＜
２(２k－１)θ

k
接着我们可选取λ 使得c４＝０．所以从(２２)式可知

Ψ′(t)≤c１Ψ ＋c２Ψ
２n－３

２(n－２)＋c３Ψ
３(n－２)
３n－８ －２kγ１|Ω|

１－p
２kΨ

１＋
p－１
２k (２３)

由条件

２q≥p＋m ＞p＋１
可知

k＞ (n－２)(p－１)

所以

a＝
nk

(n－２)(４k－(p－１)(３n－８))∈ (０,１)

１－a＝
(３n－８)(k－(n－２)(p－１))
(n－２)(４k－(p－１)(３n－８))∈ (０,１)

因为

２n－３
２(n－２)＝ １＋

p－１
２k

æ

è
ç

ö

ø
÷a＋

３(n－２)
３n－８

(１－a)

利用 Young不等式,我们有不等式

Ψ
２n－３

２(n－２)＝ εΨ
１＋

p－１
２k( ) a ε－

a
１－aΨ

３(n－２)
３n－８( ) １－a ≤aεΨ

１＋
p－１
２k ＋(１－a)ε－

a
１－aΨ

３(n－２)
３n－８ (２４)

对任意的ε＞０成立．通过取

ε＝
２kγ１

ac２
|Ω|

１－p
２k

我们从(２３)式可推知

Ψ′(t)≤c１Ψ ＋c􀬈
３Ψ

３(n－２)
３n－８

c􀬈
３＝c３＋c２(１－a)ε－

a
１－a (２５)

由(２５)式可知爆破时间T 满足估计(８)．
注１　 由定理１可知初值u０ ∈L２k(Ω)并且k满足(５)式．利用本文的证明方法我们在更弱的条件u０ ∈

L４(n－２)(q－１)(Ω)下就能得到类似于定理１的爆破时间的下界估计．
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Abstract:Thispaperdealswithaporousmediumequationwithnonlinearfluxontheboundary．Thelower

boundtheblowＧuptimeofsolutionstothemodelisobtainedbyusingenergyfunctions．Theresultsofthis

papergeneralizetherelatedresultsinearlyreferences．
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