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基于梯形分布的一级密封
价格拍卖博弈及均衡分析①

马国顺,　王　婷

西北师范大学 数学与统计学院,兰州７３００７０

摘要:针对传统的一级密封价格拍卖博弈模型中条件假设的不足,结合生活中实际拍卖的特点,运用梯形分布的

思想,对经典的一级密封价格拍卖博弈模型做了改进．与改进前的模型相比,改进后的模型结果与现实的吻合性更

好,更具有现实指导意义．
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拍卖作为一种典型的交易方式,具有公开、公正、公平的特点．参与人集中竞争,价高者获得竞拍物品．
通过公开拍卖可以有效避免买者和卖者之间的合谋行为,减少交易过程中的不公正情况的发生[１]．作为拍

卖最常见的形式之一,一级密封价格拍卖受到了众多学者的重视,取得了许多相关研究成果[２－５],但这些

成果基本上集中于常规理论的研究领域．对一级密封价格理论及应用的研究也较多,如文献[６]是基于一级

密封价格的排污权模型的研究,文献[７]阐述了一级密封价格模型在工程投标当中的运用．在上述研究中,

研究者几乎都将拍卖物对投标人的价值限定为(０,１)上的均匀分布．这一假设可以使问题的讨论得以简化,

但却不能很好地反映现实．因为投标人具备一定的知识理性(或是由于对拍卖物品价值的不确定而产生的

从众心理),在拍卖过程中会表现出明显的集中趋势．我们曾尝试应用三角形分布建立一级密封价格拍卖博

弈模型,能较好地反映一定的现实情况,但参数的取值无法准确量化,具有一定的随意性,对模型的可信

度具有较大影响．运用标准正态分布或偏正态分布能够很好地贴近现实,但在计算和证明时会遇到极大的

困难,故本文运用梯形分布来近似代替正态分布建立相关模型,对经典的一级密封价格拍卖博弈模型中一

人和多人的情况分别做了改进,并对改进前后的模型结果进行对比．通过比较得出:改进后的模型结果能

更真实地反映现实情况．

１　经典一级密封价格拍卖模型

经典一级密封价格拍卖中,投标人同时(或独立)出价,投标人的出价是非公开的．拍卖人对所有出价

进行评估,按照价格的高低来决定投标人是否中标(根据国际惯例,价格最高的人获得标的物)．因此,投标

人是否中标由自己的出价和他人的出价共同决定．若投标人赢得标的物,则他的支付为他对物品的评价减

去他的出价．反之,他的支付为零．每个投标人的最优策略都是自己的支付最大化时的出价．
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１１　 拍卖过程中有两个投标人的情况

让我们首先考虑只有两个投标人参与拍卖的情况,i＝１,２．设bi ≥０是投标人i的出价,vi 为拍卖物品

对投标人i的价值．假定vi 只有投标人i自己知道,但两个投标人都知道vi 独立地取自定义在区间(０,１)上

的均匀分布函数,投标人i的支付如下:

ui(bi,bj,vi)＝

vi－bi bi ＞bj

vi－bi

２ bi＝bj

０ bi ＜bj

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

假定投标人i的出价bi(vi)是其价值vi 的严格递增可微函数,因为博弈是对称的,所以我们只需考虑对称

的均衡出价战略:b＝b∗ (v)．对于给定的v 和b[１],投标人i的期望支付为:

ui＝(v－b)p(bj ＜b)＝(v－b)p{b∗ (vj)＜b}＝
(v－b)p{vj ＜b∗－１(b)＝φ(b)}＝(v－b)φ(b)

其中b∗－１(b)＝φ(b)是b∗ 的反函数,投标人i需解决的问题是如何使他的期望支付最大化．

maxbui＝(v－b)p{bj ＜b}＝(v－b)φ(b)

最优化一阶条件为:

－φ(b)＋(v－b)φ′(b)＝０
注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则φ(b)＝v,所以

－v＋(v－b)dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
１
２v (２)

故该博弈问题的贝叶斯纳什均衡是每个投标人的出价是其实际价值的一半:

b∗ ＝
１
２v

此时虽然找到了博弈的有效均衡,但卖者只得到了买者价值的一半．比较而言,在完全信息下,买者之间的

竞争可以使卖者得到更高的收益．所以,我们需要考虑多人参与投标的情况．

１２　 拍卖过程中有多个投标人的情况

投标人的出价与实际价值之间的差距随投标人数的增加而递减[１]．假设有n 个投标人参与拍卖,每个

vi(i＝１,２,,n)相互独立,但它们都是定义在区间(０,１)上的均匀分布．如果评价为v的投标人i出价为

b,则他的期望支付函数为:

ui＝(v－b)Πj≠ip{bj ＜b}＝(v－b)φn－１(b)

最优化一阶条件为:

－φn－１(b)＋(v－b)(n－１)φn－２(b)φ′(b)＝０
注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则φ(b)＝v,所以

－vn－１＋(v－b)(n－１)vn－２dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
n－１
n v (３)

显然随n的增大b∗ (v)增大,当n→ ∞ 时,b→v．即投标人越多,投标人的出价越接近于他的真实评价．所
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以,尽可能增加参与竞标的人数,有利于扩大卖者的利益．
上述过程是假定招标的物品对招标人的价值服从区间(０,１)上的均匀分布,但这一假定与实际情况不

符,因为在拍卖过程中,买者更清楚招标物品的价值．也就是说,招标人有能力判断出招标物品的价值在某

个区间之内．因此,我们用梯形分布来代替均匀分布建立模型．

图１　 梯形分布的密度函数

２　 基于梯形分布的一级密封价格拍卖模型

若一个随机变量的密度函数可以表示为:

f(x)＝

２x
s(t－s＋１) ０＜x ≤s

２
t－s＋１ s＜x ≤t

２x－２
(t－１)(t－s＋１) t＜x ＜１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

则称该变量在区间(０,１)上服从梯形分布．其密度函数如图１所示．

２１　 博弈过程中有两个投标人的模型

ui＝(v－b)p(bj ＜b)＝(v－b)p{b∗ (vj)＜b}＝(v－b)p{vj ＜b∗－１(b)＝h(b)}＝

(v－b)∫
h b( )

０

２x
s(t－s＋１)dx ０＜x ≤s

(v－b)∫
s

０

２x
s(t－s＋１)dx＋∫

h(b)

s

２
t－s＋１dx

é

ë
êê

ù

û
úú s＜x ≤t

(v－b)∫
s

０

２x
s(t－s＋１)dx＋∫

t

s

２
t－s＋１dx＋∫

h(b)

t

２x－２
(t－１)(t－s＋１)dx

é

ë
êê

ù

û
úú t＜x ＜１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

　　１)若０＜h(b)≤s,则

ui＝(v－b) h２(b)
s(t－s＋１)

最优化一阶条件为:

ui＝－
h２(b)

s(t－s＋１)＋(v－b)２h(b)h′(b)
s(t－s＋１)＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－v２＋２v(v－b)dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
２
３v (４)

即(４)式为该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．
２)若s＜h(b)≤t,则

ui＝(v－b) s
t－s＋１＋

２(h(b)－s)
t－s＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

最优化一阶条件为:

ui＝－
２h(b)－s
t－s＋１ ＋(v－b)２h′(b)

t－s＋１＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－(２v－s)＋２(v－b)dv
db＝０
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解上述微分方程得:

b∗ ＝
v２

２v－s
(５)

即(５)式为该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．

３)若t＜h(b)＜１,则

ui＝(v－b) s
t－s＋１＋

２(t－s)
t－s＋１＋

h２(b)－２h(b)－b２＋２b
(t－１)(t－s＋１)

é

ë
êê

ù

û
úú

最优化一阶条件为:

ui＝－
２t－s

t－s＋１＋
h２(b)－２h(b)－t２＋２t

(t－１)(t－s＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú＋(v－b)２h(b)h′(b)－２h′(b)

t－s＋１ ＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－[(t－１)(２t－s)＋v２－２v－t２＋２t]＋２(v－b)(v－１)dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
２v３－３v２

３v２－６v＋３s－３st＋３t２
(６)

即(６)式为该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．

２２　 博弈过程中有多个投标人的模型

设拍卖物品对投标人i的价值vi 服从(０,１)区间上的梯形分布,那么在给定v和b的情况下,投标人

i的期望支付为:

ui＝(v－b)Πi≠jp(bj ＜b)＝(v－b)Πi≠jp{b∗ (vj)＜b}＝
(v－b)Πi≠jp{vj ＜b∗－１(b)＝h(b)}＝

(v－b)Πi≠j∫
h b( )

０

２x
s(t－s＋１)dx ０＜x ≤s

(v－b)Πi≠j∫
s

０

２x
s(t－s＋１)dx＋∫

h(b)

s

２
t－s＋１dx

é

ë
êê

ù

û
úú s＜x ≤t

(v－b)Πi≠j∫
s

０

２x
s(t－s＋１)dx＋∫

t

s

２
t－s＋１dx＋∫

h(b)

t

２x－２
(t－１)(t－s＋１)dx

é

ë
êê

ù

û
úú t＜x ＜１

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

　　１)若０＜h(b)≤s,则

ui＝(v－b) h２(b)
s(t－s＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

最优化一阶条件为:

ui＝－
h２(b)

s(t－s＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

＋(v－b)(n－１) h２(b)
s(t－s＋１)
é

ë
êê

ù

û
úú

n－２ ２h(b)h′(b)
a(t－s＋１)＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－v２n－２＋２vn－３(v－b)(n－１)dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
２n－２
２n－１v

(７)

当n＝２时(７)式与(４)式相等,与两个投标人的期望支付相符．当n＞２时,由(７)式可得０＜h(b)≤s时

该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．

２)若s＜h(b)≤t,则
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ui＝(v－b) s
t－s＋１＋

２(h(b)－s)
t－s＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

最优化一阶条件为:

ui＝－
２h(b)－s
t－s＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

＋(v－b)(n－１)２h(b)－s
t－s＋１

é

ë
êê

ù

û
úú

n－２ ２h′(b)
t－s＋１＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－(２v－s)n－１＋２(n－１)(v－b)(２v－s)n－２dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
２(n－１)∫(２v－s)n－２vdv

(２v－s)n－１
(８)

当n＝２时(８)式与(５)式相等,与两个投标人的期望支付相符．当n＞２时,由(８)式可得s＜h(b)≤t时

该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．

３)若t＜h(b)＜１,则

ui＝(v－b) s
t－s＋１＋

２(t－s)
t－s＋１＋

h２(b)－２h(b)－t２＋２t
(t－１)(t－s＋１)

é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

最优化一阶条件为:

－
s

t－s＋１＋
２(t－s)
t－s＋１＋

h２(b)－２h(b)－t２＋２t
(t－１)(t－s＋１)

é

ë
êê

ù

û
úú

n－１

＋

(v－b)(n－１) s
t－s＋１＋

２(t－s)
t－s＋１＋

h２(b)－２h(b)－t２＋２t
(t－１)(t－s＋１)

é

ë
êê

ù

û
úú

n－２２h(b)h′(b)－２h′(b)
(t－１)(t－s＋１) ＝０

注意到若b∗ ()是投标人i的最优战略,则h(b)＝v,所以

－(v２－２v－t２＋４t－s)n－１＋２(n－１)(v－b)(v２－２v－t２＋４t－s)n－２(v－１)dv
db＝０

解上述微分方程得:

b∗ ＝
２(n－１)∫v(v－１)(v２－２v＋t２－st＋s)n－２dv

(v２－２v＋t２－st＋s)n－１
(９)

当n＝２时(９)式与(６)式相等,与两个投标人的期望支付相符．当n＞２时,由(９)式可得t＜h(b)＜１时

该博弈问题的贝叶斯纳什均衡．

３　 均衡结果分析

下面我们对两种模型的均衡结果进行分析．

３１　 拍卖过程中只有两个投标人的均衡结果分析

　　 考虑梯形分布和均匀分布两种情况下卖者的收益之差:用F(v)表示梯形分布和均匀分布两种情况下

卖者的收益之差．

　　 当０＜h(b)≤s时,

F１(v)＝
２v
３ －

v
２＝

v
６ ＞０　　　０＜v ＜s

　　 当s＜h(b)≤t时,

F１(v)＝
v２

２v－s－
v
２＝

vs
４v－２s＞０　　　v ＜s＜２v

　　 当t＜h(b)＜１时,
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F１(v)＝
２v３－３v２

３v２－６v＋３s－３st＋３t２ －
v
２　　　F′１(v)＞０

故

F１(v)＝
２v３－３v２

３v２－６v＋３s－３st＋３t２ －
v
２ ＞０　　　v ＞ ３s－３st＋３t２

经过上述比较分析可得,在只有两人参与拍卖的情况下,采用梯形分布代替均匀分布来刻画拍卖物对投标

人的价值,卖者能获得相对更高的收益．

３２　 拍卖过程有多个投标人参与时的均衡结果分析

　　 当０＜h(b)≤s时,

F２(v)＝
２n－２
２n－１v－

n－１
n v＝

(n－１)v
n(２n－１)＞０　　　０＜v ＜s

　　 当s＜h(b)≤t时,

F２(v)＝
２(n－１)∫(２v－s)n－２vdv

(２v－s)n－１ －
n－１
n v　　　F′２(v)＞０

故

F２(v)＝
２(n－１)∫(２v－s)n－２vdv

(２v－s)n－１ －
n－１
n v ＞０

　　 当t＜h(b)＜１时,

F２(v)＝
２(n－１)∫v(v－１)(v２－２v＋t２－st＋s)n－２dv

(v２－２v＋t２－st＋s)n－１ －
n－１
n v

F′２(v)＞０
故

F２(v)＝
２(n－１)∫v(v－１)(v２－２v＋t２－st＋s)n－２dv

(v２－２v＋t２－st＋s)n－１ －
n－１
n v ＞０

由上述比较可得,在多人参与拍卖的情况下,采用梯形分布代替均匀分布来刻画拍卖物对投标人的价值,

卖者同样能获得相对更高的收益．
综上所述,当招标物品的价值服从梯形分布时,均衡结果与s及t的选取有关．在梯形分布下,每个人

的出价由v 和参数s,t共同决定,这个出价高于经典一级密封价格拍卖模型的出价,更符合现实情况．

４　 结束语

经典的一级密封价格拍卖模型中运用均匀分布来描述不完全信息下投标人的出价,可以相对容易得出

均衡解,但是这一假设和现实情况不符,因此本文首次采用梯形分布来模拟正态分布,建立了基于梯形分

布的一级密封价格拍卖模型,得到相应的均衡结果,并且将修正后的结果与经典模型的结果进行比较,得

出了改进后的模型能够更准确地对拍卖结果进行预测,更好为现实服务的结论．
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AnalysisBasedonTrapezoidDistribution
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Abstract:ThispaperimprovesthetraditionalfirstＧpricesealedＧbidauctionmodelandmakessomecompariＧ

sonsbetweenthemodelsbyusingtheideaoftrapezoiddistribution,whichaimsatovercomingtheshortＧ

ageofthetraditionalfirstＧpricesealedＧbidauctionmodelandcombinesthecharacteristicsoftheactualaucＧ

tioninlife．Thefinalresultsshowthatcomparedwiththetraditionalmodel,theimprovedmodelcanbetＧ

terreflecttherealsituationandhencehascertainrealisticdirectivesignificance．
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