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对数伽马分布的尾部性质①

杜玲玲,　陈守全

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究了对数伽马分布的 Mills不等式及 Mills比率,并在此基础上得到了对数伽马分布的尾部表示、服从该

分布的独立随机变量序列最大值的极限分布、相应的规范常数和点点收敛速度．
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设{Xn}n≥１ 为独立同分布随机变量序列(简记为iid序列),其共同分布函数为F(x)．若对非退化的

分布函数G(x),存在常数an ＞０,bn ∈R使得

lim
n→∞

P(Mn ≤anx＋bn)＝G(x) (１)

其中

Mn ＝max{Xi,１≤i≤n}
则由文献[１]知G(x)只能是以下３种经典极值类型:

Φα(x)＝
０ x ＜０
exp(－x－α) x ≥０{

Ψα(x)＝
exp(－(－x)α) x ＜０
１ x ≥０{

Λ(x)＝exp(－exp(－x))x ∈R
其中α ＞０．若(１)成立,则称F(x)属于G 吸引场,记为F ∈D(G)．an,bn 称为规范常数．

由文献[１]知,F∈D(G)由１－F的特征决定．因此,研究给定分布的尾部性质是有意义的．如文献

[２－３]就分别研究了对数广义误差分布(logGED)和对数偏正态分布(LSN)的尾部特征．本文研究对数

伽马分布(LGD)的尾部特征．
文献[４]引入了伽马分布．随机变量X 服从参数为α ＞０,β ＞０的伽马分布,其概率密度函数为:

g(x;α,β)＝ βα

Γ(α)x
α－１exp(－βx)　　　x ＞０ (２)

本文在此基础上,引入对数伽马分布的密度函数．
定义１　 给定ξ 为服从标准伽马分布的随机变量且ξ＞０,参数α ＞０,β＞０．若η＝exp(ξ),则称η

服从参数为α,β 的对数伽马分布,记作η ~LGD．
由(２)式和定义１易得LGD的密度函数:
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f(x)＝ βα

Γ(α)x
－β－１(logx)α－１　　　x ＞１ (３)

其中参数α ＞０,β＞０．本文在建立LGD的 Mills不等式及 Mills比率的基础上,推导出１－F(x)的具体

表达式,研究服从LGD的独立随机变量序列最大值的极限分布、相应的规范常数和收敛速度．

１　LGD的 Mills不等式及 Mills比率

定理１　 设F(x)为LGD的分布函数,则

 当０＜α ≤１或α ≥２时,对x ＞exp
((α－１)(α－２))
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　　 证 　 当x ＞１时,

１－F(x)＝ βα

Γ(α)∫
∞

x
y－β－１(logy)α－１dy＝

βα－１

Γ(α)(logx)α－１x－β ＋
(α－１)βα－２

Γ(α) (logx)α－２x－β ＋

(α－１)(α－２)
Γ(α) βα－２∫

∞

x
y－β－１(logy)α－３dy

即

１－F(x)＝
x
β
f(x)＋

(α－１)x
β２

(logx)－１f(x)＋
(α－１)(α－２)

β２ ∫
∞

x
f(y)(logy)－２dy

所以,当０＜α ≤１或α ≥２时,
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因此,当x ＞exp
((α－１)(α－２))
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同理,当１＜α ＜２时,对x ＞１,有
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所以(５)式成立．定理１证毕．
应用定理１可得到LGD的 Mills比率如下．
推论１　 由定理１,当n → ∞ 时,有

１－F(x)
f(x) ~

x
β

(６)

运用推论１可得到１－F(x)的具体表达式．
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推论２　 对x ＞１,有

１－F(x)＝c(x)exp－∫
x

e

β(t)
t dtæ
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÷

其中x 充分大时,

c(x)→ βα－１

Γ(α)exp(－β)　　　β(t)→β

　　 证 　 由推论１,对充分大的x,有

１－F(x)＝βα－１
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其中当x → ∞ 时,θ１(x)→０,且

c(x)＝βα－１

Γ(α)exp(－β)(１＋θ１(x))→ βα－１

Γ(α)exp(－β)

β(x)＝β１＋
１－α
βlogx

æ
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　　 推论２证毕．

２　 极限分布

定理２　 设{Xn,n ≥１}为服从LGD的独立随机变量序列,令

Mn ＝max{Xi,１≤i≤n}

则

lim
n→∞

P(Mn ≤αnx)＝exp(－x－β)

其中规范常数

αn ＝
n(logn)α－１

Γ(α)
æ
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ö

ø
÷

１
β

　　 证 　 由推论２和文献[１]中命题１．１１知,F(x)∈D(Φβ(x)),且F(x)在x ＞１上连续．因此存在

tn ＞１,使n(１－F(tn))＝１．由推论１知,当n → ∞ 时,nβ－１f(tn)tn →１,即当n → ∞ 时,

n
tn

－ββα－１

Γ(α)(logtn)α－１ →１

两边同时取对数,当n → ∞ 时,

logn－βlogtn ＋(α－１)logβ－logΓ(α)＋(α－１)loglogtn →０ (７)

从而

βlogtn

logn →１

两边同时取对数,有

loglogtn ＝loglogn－logβ＋o(１) (８)

将(８)式代入(７)式,得

logtn ＝
１
β

(logn＋(α－１)loglogn－logΓ(α))(１＋o(１))

即
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由Leadbetter中的 Khintchine定理,结论成立．
定理２证毕．

３　 收敛速度

定理３　 设F(x)为LGD的分布函数,F(x)∈D(Φβ(x)),则当n → ∞ 时,有

Fn(αnx)－Φβ(x)~－Φβ(x)x－β
(α－１)２loglogn
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(９)

其中,由定理２,规范常数αn ＝
n(logn)α－１

Γ(α)
æ

è
ç

ö

ø
÷

１
β

．

证 　 令
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运用(６)式,有
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取τ(x)＝x－β,当n → ∞ 时,有

τ(x)－τn(x)＝－x－β
(α－１)２loglogn
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因此,由文献[５]中的定理２４２知,(９)式成立．

定理３证毕．
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TailBehaviorofLogarithmicGammaDistribution

DULingＧling,　CHENShouＧquan
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Abstract:Inthispaper,theMillsinequalityandMillsratiooflogarithmicgammadistribution(LGD)are
derived,from whichweobtainitstailrepresentation,theasymptoticdistributionofmaximumofindeＧ

pendentrandomvariableswiththegivendistributionandthenormalizingconstants,andwealsoestablish
thepointwiseconvergencerateofmaximumofLGD．
Keywords:logarithmicgammadistribution;maximum;tailbehavior;convergencerate
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