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基于投影交替方向法求解
结构型单调变分不等式①

许　微,　彭建文

重庆师范大学 数学学院,重庆４０１３３１

摘要:通过构造新的下降方向对孙敏等人给出的投影型交替方向法进行改进和推广,提出了改进投影型交替方向

法．与前者相比较,该方法具有收敛速度快,迭代次数少的特点．在相同的假设条件下,证明了新方法的全局收敛

性,并通过数值试验初步验证了该方法的有效性．
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对于一个凸优化问题:

minf(x)

stx ∈X (１)
其中:X 是Rn 中的一个非空闭凸子集,f()是从Rn 到R的可微凸函数．记

F(x)＝∇f(x)
若x∗ 是问题(１)的解,则该凸优化问题可以转化为一个变分不等式的形式:

(x－x∗ )TF(x∗ )≥０　　　∀x ∈X (２)
本文中,我们考虑的是一种带线性约束的结构型凸优化问题:

min{f(x)＋g(y)Ax＋By＝b,x ∈X,y ∈Y} (３)

其中:f:Rn１ →R,g:Rn２ →R为可微凸函数;A ∈Rm×n１;B ∈Rm×n２;b∈Rm;X,Y 分别为Rn１ 和

Rn２ 中的一个非空闭凸子集．
在问题(３)中,对线性约束Ax＋By＝b引入Lagrange乘子λ∈Rm,即可得到一个定义在W＝X×Y×

Rm 上的Lagrange函数:

L(x,y,λ)＝f(x)＋g(y)－λT(Ax＋By－b) (４)
则对于问题(３)的求解,我们可以转化为找Lagrange函数的鞍点(x∗ ,y∗ ,λ∗ ),满足:

L(x∗ ,y∗ ,λ)≤L(x∗ ,y∗ ,λ∗ )≤L(x,y∗ ,λ∗ )

L(x∗ ,y∗ ,λ)≤L(x∗ ,y∗ ,λ∗ )≤L(x∗ ,y,λ∗ )
为了方便,记

F(x)＝∇f(x),G(y)＝∇g(y)
利用一阶最优性条件,上述鞍点问题等价于:找(x∗ ,y∗ ,λ∗ )∈W,使得对 ∀(x,y,λ)∈W,有
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(x－x∗ )T(F(x∗ )－ATλ∗ )≥０
(y－y∗ )T(G(y∗ )－BTλ∗ )≥０
(λ－λ∗ )T(Ax∗ ＋By∗ －b)≥０
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则问题(３)等价于如下结构型变分不等式问题的形式:找一点w∗ ∈W,使得

(w－w∗ )TQ(w∗ )≥０　　　∀w ∈W (５)
对于结构型变分不等式(５)的求解,Gabay[１]最早提出了一种非常有效的求解方法 — 交替方向法(ADM),
该方法将一个大型原问题分解为一系列低维子问题,在每步迭代过程中只需要求解一些子变分不等式．近

年来,许多学者在如何有效提高交替方向法的计算能力方面提出了很多改进的策略．如Ye[２]通过对下降方

向的步长进行优化,提出了一种预测 — 校正交替方向法;由于变分不等式求解的困难性,Han[３],He[４]等

给出了非精确求解的正交投影交替方向法;Sun[５－６] 在此基础上提出新的投影型交替方向法,在每步迭代

过程中只需进行一次正交投影．
本文改进了文献[６]中的方法,通过有效利用每步迭代过程所产生的预测点,提高了正交投影交替方向

法的计算能力．相对于文献[６]中的方法,改进后的投影型交替方法具有迭代次数少,收敛速度快的特点．

１　 预备知识

本文主要在Euclidean范数下,给出一些基本定义和相关性质,记

‖x‖＝ xTx
　　 定义１　 设Ω 是Rn 中的一个非空闭凸子集．用PΩ(v)表示点v从Rn 到Ω 上的投影,记为:

PΩ(v)＝argmin{‖v－u‖ v∈Rn,∀u ∈Ω}

　　 引理１　 对任意的一个非空闭凸子集Ω ⊆Rn,下式成立:
(v－PΩ(v))T(u－PΩ(v))≤０　　　∀v∈Rn,∀u ∈Ω (６)

(v－w)T[PΩ(v)－PΩ(w)]≥ ‖PΩ(v)－PΩ(w)‖２

通过引理１,利用CauchyＧSchwarz不等式,我们可以得到投影的非扩张性:

‖PΩ(v)－PΩ(w)‖ ≤ ‖v－w‖　　　∀v,w ∈Rn (７)

　　 引理２　 对任意的β ＞０,x ∈Rn,记

e(x,β)＝x－PΩ(x－βF(x))
为F(x)在Ω 上投影的余差函数,则x∗ 是变分不等式(２)的解,当且仅当e(x∗ ,β)＝０．

引理３[７－８]　 对任意的x ∈Rn,若β ≥β ≥０,则:

‖e(x,β)‖ ≥ ‖e(x,β)‖ (８)

‖e(x,β)

β
‖ ≤

‖e(x,β)‖
β

(９)

　　 引理３表明,在设计算法时若以 ‖e(x,β)‖ 作为停机准则,则β＞０不宜太大也不宜太小,否则会出

现算法不收敛或收敛速度太慢的情况．
定义２　 设映射F:Ω →Rn,若满足:

(u－v)T[F(u)－F(v)]≥０　　　∀u,v∈Ω
则称映射F 在Ω 上是单调的．
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在后面对于结构型变分不等式(５)的相关性质进行讨论时,我们均假设F,G 是连续单调的．

２　 算法及其收敛性分析

为了求解结构型变分不等式(５),本节将给出改进的投影型交替方向算法．
２１　 算法的描述

步骤０　 任意给定ε＞０,任取初始点(x０,y０,λ０)∈W,β＞０,松弛因子γ ∈ (０,２),０＜δ ＜１,

０＜ν＜１,令k＝０．

步骤１　 找预测点xk,使得

xk ＝PX(xk －β(F(xk)－AT(λk －β(Axk ＋Byk －b)))) (１０)

　　 步骤２　 找预测点yk,使得

yk ＝PY(yk －β(G(yk)－BT(λk －β(Axk ＋Byk －b)))) (１１)

　　 步骤３　 找预测点λk,使得

λk ＝λk －β(Axk ＋Byk －b) (１２)

　　 步骤４　 令

e(wk,β)＝

e１(wk,β)

e２(wk,β)

e３(wk,β)
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∈X ×Y×Rm

为了书写方便,下面简记e(wk,β)为ek．若 ‖ek‖∞ ≤ε,则算法终止;否则,计算

a＝min１－δ－
(５＋２２)β２

２２
‖A‖２,１－δ－

(４＋２２)β２

２２
‖B‖２,１－δ{ }

若a ≥０,且满足:

β{(e１
k)T[F(xk)－F(xk －e１

k)]＋(ek
２)T[G(yk)－G(yk －e２

k)]}≤δ‖ek‖２

则通过计算有利方向d(wk,β),简记为dk,使得

dk ＝
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确定最优步长

αk ＝
a‖ek‖２

‖dk‖２
(１３)

否则,令

β＝
２
３β

min１, ‖ek‖
‖F(xk)－F(xk －e１

k)‖＋‖G(yk)－G(yk －e２
k)‖{ }

转步骤１．
步骤５　 通过有利方向和最优步长得到校正迭代点

wk＋１＝(xk＋１,yk＋１,λk＋１)
其中,

xk＋１＝PX(xk －γαkd１
k)

yk＋１＝PY(yk －γαkd２
k)

λk＋１＝λk －γαkd３
k
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为了防止β 过小,我们做如下处理:若

β{(e１
k)T[F(xk)－F(xk －e１

k)]＋(e２
k)T[G(yk)－G(yk －e２

k)]}≤ν‖ek‖２

则β＝
３
２β

,令k＝k＋１,转步骤１．

注 　 我们与文献[６]的不同之处在于本文充分利用预测点x 的有效信息来寻找预测点y,从而实现预

测点的交替寻找并使得算法更快收敛到最优解．相应地,在有利方向d(w,β)和最优步长α 的构造方面我

们也给出了新的表达形式,并在下一小节中具体分析．下面在没有特殊说明的情况下,我们均分别简记

e(w,β)和d(w,β)为e和d．
２２　 算法的收敛性分析

在改进的投影型交替方向算法中,我们首先给出 ‖e‖∞ ≤ε作为终止准则的原因:
定理１　 若e１＝e２＝e３＝０,则(x,y,λ)∈W 为变分不等式(５)的一个解．

证 　 当e１＝e２＝e３＝０时,我们有x＝x,y＝y,λ＝λ．
由式(１２)知

Ax＋By＝Ax ＋By＝b
代入式(１０),(１１)即得:

x＝PX(x－β[F(x)－ATλ])

y＝PY(y－β[G(y)－BTλ])
由引理２可知,

(u－x)T[F(x)－ATλ]≥０　　　∀u ∈X
(v－y)T[G(y)－BTλ]≥０　　　∀v∈Y

所以,(x,y,λ)为变分不等式(５)的一个解．证毕．
我们利用文献[３]中的相关方法得到如下引理:

引理４　 若w ∈W 不是变分不等式(５)的解,则当δ∈ (０,１)时,对任意的β ≥１,存在β∈ (０,β],
使得

β(‖F(x)－F(x－e１(w,β))‖＋‖G(y)－G(y－e２(w,β))‖)≤δ‖e(w,β)‖

　　 证 　 反证法．假设对任意的β ∈ (０,β],

β(‖F(x)－F(x－e１(w,β))‖＋‖G(y)－G(y－e２(w,β))‖)＞δ‖e(w,β)‖
因为F,G 均为连续函数,所以e１(w,β),e２(w,β)连续．由引理３中的式(８)可知,当β →０时,

e１(w,β)→０,e２(w,β)→０
所以

‖F(x)－F(x－e１(w,β))‖＋‖G(y)－G(y－e２(w,β))‖ →０
则

０≥lim
β→０

δ‖e(w,β)‖
β

又因为β,δ ＞０,β ≥１,所以由引理３中的式(９)可知,

lim
β→０

δ‖e(w,β)‖
β

≥δ‖e(w,１)‖ ≥０

所以,

‖e(w,１)‖＝０
则

e１(w,１)＝e２(w,１)＝０
取β＝１,则有

‖F(x)－F(x－e１(w,１))‖＋‖G(y)－G(y－e２(w,１))‖＝０
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０＞０矛盾,假设不成立．证毕．

下面给出定理说明－d 是距离函数１
２‖w－w∗ ‖２ 在w 处的一个下降方向．

定理２　 令

a＝min１－δ－
(５＋２２)β２

２２
‖A‖２,１－δ－

(４＋２２)β２

２２
‖B‖２,１－δ{ }

若存在β ＞０,δ ∈ (０,１),使得a ≥０,则有:
(w－w∗ )Td ≥a‖e‖２ ≥０

　　 证 　 记

K＝F(x)－AT[λ－β(Ax＋By－b)]

H ＝G(y)－BT[λ－β(Ax ＋By－b)]
令w∗ ＝(x∗ ,y∗ ,λ∗ )为变分不等式(５)的一个解,显然w∗ ∈W．

由引理１中的式(６)我们可以得到:

(x－βK－x)T(x －x∗ )≥０

(y－βH －y)T(y －y∗ )≥０
经化简变形后得:

(x－x∗ )T(e１－βK)≥ ‖e１‖２－βe１
TK (１４)

(y－y∗ )T(e２－βH)≥ ‖e２‖２－βe２
TH (１５)

由于F,G 均为单调的,所以

β[F(x－e１)－F(x∗ )]T(x－e１－x∗ )≥０

β[G(y－e２)－G(y∗ )]T(y－e２－y∗ )≥０
变形后可得:

β[F(x－e１)－F(x∗ )]T(x－x∗ )≥β[F(x－e１)－F(x∗ )]Te１ (１６)

β[G(y－e２)－G(y∗ )]T(y－y∗ )≥β[G(y－e２)－G(y∗ )]Te２ (１７)

因为x ＝x－e１ ∈X,y ＝y－e２ ∈Y,所以在式(５)中分别将x 和y 替换为x－e１ 和y－e２,即有:

β(x－x∗ )T(F(x∗ )－ATλ∗ )－βe１
T(F(x∗ )－ATλ∗ )＋

β(y－y∗ )T(G(y∗ )－BTλ∗ )－βe２
T(G(y∗ )－BTλ∗ )≥０ (１８)

将式(１４)－(１８)相加合并,利用Ax∗ ＋By∗ ＝b,化简变形之后有:

(x－x∗ )T[e１－βF(x)－β２AT(Ax＋By－b)＋βF(x－e１)＋β２ATA(x－x)＋

β２ATB(y－y)]＋(y－y∗ )T[e２－βG(y)－β２BT(Ax ＋By－b)＋βG(y－e２)＋

β２BTA(x－x)＋β２BTB(y－y)]＋(λ－λ∗ )T[β(Ax＋By－b)－βAe１－βBe２]≥
‖e１‖２＋‖e２‖２－βe１

T(F(x)－F(x－e１))－βe２
T(G(y)－G(y－e２))－

β２(y－y)BTA(x －x) (１９)
利用CauchyＧSchwarz不等式有:

－β２(y－y)BTA(x －x)≥－β２

２
(２‖B(y－y)‖２＋

１
２

‖A(x －x)‖２)≥

－β２

２
(２‖B‖２‖e２‖２＋

１
２

‖A‖２‖e１‖２) (２０)

将式(２０)代入到式(１９),利用引理４化简可得:

(x－x∗ )T[e１－βF(x)－β２AT(Ax＋By－b)＋βF(x－e１)＋β２ATA(x－x)＋

β２ATB(y－y)]＋(y－y∗ )T[e２－βG(y)－β２BT(Ax ＋By－b)＋βG(y－e２)＋
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β２BTA(x－x)＋β２BTB(y－y)]＋(λ－λ∗ )T[β(Ax＋By－b)－βAe１－βBe２]≥
‖e１‖２＋‖e２‖２－βe１

T(F(x)－F(x－e１))－βe２
T(G(y)－G(y－e２))－

β２

２
(２‖B‖２‖e２‖２＋

１
２

‖A‖２‖e１‖２)≥

‖e１‖２＋‖e２‖２－β‖e１‖‖F(x)－F(x－e１)‖－β‖e２‖‖G(y)－G(y－e２)‖－

β２

２
(２‖B‖２‖e２‖２＋

１
２

‖A‖２‖e１‖２)≥

１－δ－β２‖A‖２

２２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖e１‖２＋ １－δ－

２β２‖B‖２

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖e２‖２＋(－δ)‖e３‖２ (２１)

另一方面,利用Ax∗ ＋By∗ ＝b有:

‖e３‖２＝β２(Ax ＋By －b)T(Ax ＋By －b)＝

β２[A(x－x∗ ＋x －x)＋B(y－y∗ ＋y －y)]T[A(x－x∗ ＋x －x)＋

B(y－y∗ ＋y －y)]＝

β２[(x－x∗ )TAT(２Ax ＋２By －Ax－By－b)＋(y－y∗ )TBT(２Ax ＋

２By －Ax－By－b)]＋β２(‖Ae１‖２＋‖Be２‖２＋２(Ae１)T(Be２)) (２２)
由式(２２),再次利用CauchyＧSchwarz不等式可得:

β２[(x－x∗ )TAT(２Ax ＋２By －Ax－By－b)＋(y－y∗ )TBT(２Ax ＋

２By －Ax－By－b)]＝
‖e３‖２－β２(‖Ae１‖２＋‖Be２‖２＋２(Ae１)T(Be２))≥

‖e３‖２－β２‖A‖２‖e１‖２－β２‖B‖２‖e２‖２－β２(２‖Ae１‖２＋
１
２

‖Be２‖２)≥

－(１＋ ２)β２‖A‖２‖e１‖２－ １＋
１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷β２‖B‖２‖e２‖２＋‖e３‖２ (２３)

将式(２１),(２３)相加合并后可得:
(w－w∗ )Td ≥a‖e‖２ ≥０ (２４)

其中d 即为步骤４中所描述的形式．证毕．

对任意给定的w∗ ,(w－w∗ )表示距离函数１
２‖w－w∗ ‖２ 在w处的梯度．所以由式(２４)知,－d是距

离函数１
２‖w－w∗ ‖２ 在w 处的一个下降方向．

定理３　 设w∗ 是变分不等式(５)的解,则算法产生的点列{wk}是有界的．
证 　 由引理１中的式(２４),我们可以得到:

‖wk＋１－w∗ ‖２＝
‖xk＋１－x∗ ‖２＋‖yk＋１－y∗ ‖２＋‖λk＋１－λ∗ ‖２ ≤
‖xk －x∗ －γαkd１

k‖２＋‖yk －y∗ －γαkd２
k‖２＋‖λ－λ∗ －γαkd３

k‖２ ≤
‖wk －w∗ ‖２－２γαk(wk －w∗ )Tdk ＋γ２αk

２‖dk‖２ (２５)
然后,利用式(１３)和式(２４)即可得到:

‖wk＋１－w∗ ‖２ ≤ ‖wk －w∗ ‖２－a(２－γ)γαk‖ek‖２ (２６)
因为a ≥０,γ ∈ (０,２),所以

‖wk＋１－w∗ ‖２ ≤ ‖wk －w∗ ‖２ ≤  ≤ ‖w０－w∗ ‖２

故对任意的k∈N,点列{wk}有界．证毕．
定理４[３]　 设w∗ 是变分不等式(５)的解,若算法产生的点列{wk}是有界的,则
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１)lim
k→∞

‖ek‖＝０;

２){wk}收敛到变分不等式(５)的一个解．

３　 数值试验

我们利用文献[９]中的例子验证本文所提出的改进交替方向算法的有效性．

例 　{cTx x ∈Ω１ ∩Ω２},其中:

c∈Rn,Ω１＝{x ‖x‖ ≤r１,x ∈Rn}

Ω２＝{x ‖x－b‖ ≤r２,x ∈Rn,b∈Rn}

我们将其等价地表示成式(３)的形式:

mincTx
stx＋y－b＝０
x ∈ ☉r１

,y ∈ ☉r２

其中 ☉ri
表示以原点为心ri 为半径的球,i＝１,２．

上述凸优化问题可以转化为结构型变分不等式(５)的形式:找w∗ ∈Ω,使得

(w－w∗ )TQ(w∗ )≥０　　　∀w ∈Ω
其中:

w＝
x
y
λ

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Q(w)＝
c
０
x＋y－b

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

Ω＝{(x,y,λ)x ∈ ☉r１
,y ∈ ☉r２

,λ ∈Rn}

我们记文献[６]的方法为(ADM１),本文中所提出的方法为(ADM２),分别从终止条件ε和维数n两个方面

进行比较．为了方便,令n＝n１＝n２,取β＝０４５,γ＝１９,δ＝００１,ν＝０００１,b,c为元素都为１的向量,

r１＝０５‖b‖,r２＝０６‖b‖,A,B 均为n维单位矩阵,设初始值(x０,y０,λ０)各元素均为１．两种方法的

程序均用 Matlab２０１２a进行编程实现,并在 Windows７系统下,配置为CPUIntelCorei５Ｇ２４５０M２５GHz
的Lenovo笔记本上运行．数值比较结果如表１和表２所示．

从收敛精度和空间维数两个方面进行比较可知:经过改进的投影型交替方向法具有迭代次数少、收

敛速度快的特点,说明本文中所构造的方法有意义且计算效果更好．出现这种现象有两个方面原因:首

先,在每步迭代过程中,我们充分利用所产生的预测点的信息,提高了正交投影交替方向法的计算能

力,因而造成了迭代次数少收敛速度快的特点．另外,在数值试验中δ 的选取也影响两种方法的运行效

果．当δ 选取稍微小一些时,本文中所提出的方法在收敛速度方面会明显加快．因此,在接下来的研究

中,可以对δ 进行适当优化．
表１　n＝５０时(ADM１)与(ADM２)对终止条件ε的比较

终止条件ε
ADM１

迭代次数/次 运行时间/s
ADM２

迭代次数/次 运行时间/s

１０－３ １９１ ００６２６ ５２ ００２８７

１０－６ ４２９ ０１２１５ １１５ ００６２５

１０－９ ６６９ ０２０２２ １７８ ０１０６５

１０－１２ ９０９ ０２５８４ ２４１ ０１３８４
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表２　(ADM１)与(ADM２)基于ε＝１０－１０对维数n的比较

维数n
ADM１

迭代次数/次 运行时间/s
ADM２

迭代次数/次 运行时间/s
１０ ７２８ ０１８９８ １９２ ００５８４

５０ ７４９ ０２２１０ １９９ ０１１５７

１００ ７６５ ０４５１３ ２００ ０１５６９

５００ ７９１ １４１８０９ ２１１ ９１５７０
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SolvingStructuredMonotoneVariationalInequalitiesBased
ontheProjectionAlternatingDirectionMethod

XU　Wei,　PENGJianＧwen
CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing４０１３３１,China

Abstract:Alternatingdirectionmethodplaysanimportantroleinsolvingstructuredmonotonevariational
inequalityproblems．Inthispaper,weproposeamodifiedprojectionalternatingdirectionmethodbyconＧ
structinganewdescentdirection,whichimprovesandpromotestheprojectionalternatingdirectionmethＧ
odgivenbySun,MetalComparedwithSunsmethod,theproposedmethodhasgreaterspeedofconＧ
vergenceandfeweriterations．Underthesameassumptions,weprovetheglobalconvergencepropertyof
themethod,andthentestitseffectivenesswithanumericalexample．
Keywords:monotonevariationalinequality;separablestructure;projectionandcontraction;alternating

directionmethod;globalconvergence
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