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变分不等式的解与非光滑向量
优化问题拟近似解的关系①
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摘要:在一定的广义凸性条件下研究了变分不等式的解与非光滑向量优化问题的拟近似解之间的关系,并在拟近

似伪凸的条件下,证明了向量优化问题的临界点和拟近似弱有效解与变分不等式的解之间的等价性．
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在向量优化问题中,有效解是一个被广泛应用的概念．但是,由于在非紧的情况下,有效解(弱有效

解)往往不一定存在,而近似解在很弱的情况下都可能存在(Ekelend变分原理)．因此,研究近似解不仅有

理论价值而且有实际意义．文献[１]首次提出了数值优化问题ε 近似解的概念．文献[２]在文献[１]的基础

上,介绍了一般多目标优化问题的ε 有效解的概念,并研究了ε 有效解的一些性质．文献[３]给出了多目

标优化问题(ε,ε) 拟近似(弱,真)有效解的概念．关于近似解的理论研究有很多,如最优性条件、对偶理

论以及与向量变分不等式的关系[４－８]．
变分不等式问题是解决向量优化问题的一个有效工具．近年来,一些学者在研究向量优化问题时发现

多目标优化问题的最优性条件可以通过变分不等式进行刻画[５－８]．文献[６]研究了几种向量变分不等式问题

和非光滑向量优化问题的联系．文献[７]研究了一个点是向量变分不等式问题近似解的充分和必要条件．文

献[８]研究了向量变分不等式的解和向量优化问题拟有效解的关系．
受文献[８]的启发,本文在一定的广义凸性条件下研究了变分不等式的解与非光滑向量优化问题拟近

似有效解的关系,在拟近似伪凸的条件下,证明了向量优化问题的临界点和拟近似弱有效解与弱变分不等

式的解之间的等价性．

１　 预备知识

设Rn 是n维欧几里得空间,Rn
＋ 是Rn 的非负象限．‹􀅰,􀅰›表示欧几里得内积,‖􀅰‖ 表示欧几里得范

数,X ⊆Rn 是非空闭凸集．
在本文中,我们给出以下符号:对任意的x,y ∈Rn,

x＝y⇔xi＝yi　　　∀i＝１,􀆺,n
x ＞y⇔xi ＞yi　　　∀i＝１,􀆺,n
x ⫺y⇔xi ⫺yi　　　∀i＝１,􀆺,n
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x ≥y⇔xi ⫺yi　　　∀i＝１,􀆺,n 且x ≠y
　　 定义１[９]　 函数f:X →R称为在x ∈X 附近的Lipschitz函数,如果存在一个正常数K 和一个x
的邻域N,使得对于任意的y,z∈N,有

|f(y)－f(z)|≤K‖y－z‖
如果对于任意的x ∈X,f:X →R是在x 附近的Lipschitz函数,则称函数f是在X 上的局部Lipschitz
函数．

定义２[９]　 设f:X →R是在X 上的局部Lipschitz函数．f 在x ∈X 处沿方向v∈Rn 的Clarke广

义方向导数记为f􀳱(x;v),定义为

f􀳱(x;v)＝lim
y→x

sup
λ↓０

f(y＋λv)－f(y)
λ

　　 定义３[９]　 设f:X →R是在X 上的局部Lipschitz函数．f 在x ∈X 处的Clarke广义次微分记为

Əcf(x),定义为

Əcf(x)＝{ξ∈Rn:f􀳱(x;v)≥ ‹ξ,v›,∀v∈Rn}
这些定义和性质可以推广到局部Lipschitz的向量值函数f:X →Rp．fi(i＝１,􀆺,p)为f 的分量．f 在

x ∈X 处的Clarke广义次微分为

Əcf(x)＝Əcf１(x)×Əcf２(x)×􀆺×Əcfp(x)

　　 定义４[１０]　 集合Ø ≠X ⊆Rn 为凸集,如果

x＋λ(y－x)∈X,∀x,y ∈X,λ∈ [０,１]
文献[８]给出了近似凸、严格近似凸和近似伪凸的定义．为了研究变分不等式的解与向量优化问题的拟近似

(弱)有效解的关系,我们给出了拟近似凸、严格拟近似凸和拟近似伪凸的定义．
定义５　 设f:X →Rp 是在X 上的局部Lipschitz函数．f称为是在y∈X 处的拟近似凸函数,如果

对于任意的α,α ∈int(Rp
＋),存在δ ＞０,使得

f(x)⫺f(y)＋‹ξ,x－y›－α‖x－y‖－α,∀x ∈B(y,δ),∀ξ∈Əcf(y)
称f 为X 上的拟近似凸函数,如果对于任意的y ∈X,f 在y ∈X 处是拟近似凸函数．

定义６　 设f:X →Rp 是在X 上的局部Lipschitz函数．f 称为是在y∈X 处的严格拟近似凸函数,
如果对于任意的α,α ∈int(Rp

＋),存在δ ＞０,使得

f(x)＞f(y)＋‹ξ,x－y›－α‖x－y‖－α,∀x ∈B(y,δ),x ≠y,∀ξ∈Əcf(y)
称f 为X 上的严格拟近似凸函数,如果对于任意的y ∈X,f 在y ∈X 处是严格拟近似凸函数．

定义７　 设f:X →Rp 是在X 上的局部Lipschitz函数．f称为是在y∈X 处的拟近似伪凸函数,如

果对于任意的α,α ∈int(Rp
＋),存在δ ＞０,使得 ∀x ∈B(y,δ)

‹ξ,x－y›⫺０,∃ξ∈Əcf(y)⇒f(x)⫺f(y)－α‖x－y‖－α
或者

f(x)＜f(y)－α‖x－y‖－α⇒‹ξ,x－y›＜０,∀ξ∈Əcf(y)
称f 为X 上的拟近似伪凸函数,如果对于任意的y ∈X,f 在y ∈X 处是拟近似伪凸函数．

我们考虑如下的非光滑向量优化问题

(NVOP)　minf(x)＝(f１(x),f２(x),􀆺,fp(x))

x ∈X
其中:fi:X →R,i＝１,２,􀆺,p 是X 上的局部Lipschitz函数．

定义８[３]　１)称y∈X 是(NVOP)的拟近似有效解,如果存在α ∈int(Rp
＋),α ∈int(Rp

＋),对于任意

的x ∈X,下面不等式不成立

f(x)≤f(y)－α‖x－y‖－α
　　２)称y∈X 是(NVOP)的拟近似弱有效解,如果存在α ∈int(Rp

＋),α ∈int(Rp
＋),对于任意的x ∈

X,下面不等式不成立
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f(x)＜f(y)－α‖x－y‖－α
我们考虑如下的变分不等式问题[８]:

　　(VVIP)寻找y ∈X,使得不存在x ∈X 满足

‹ξ,x－y›≤０,∀ξ∈Əcf(y)

　　(WVVIP)寻找y ∈X,使得不存在x ∈X 满足

‹ξ,x－y›＜０,∀ξ∈Əcf(y)

２　 向量变分不等式问题与非光滑向量优化问题之间的联系

本文接下来在一定的广义凸性条件下研究了向量变分不等式的解与非光滑向量优化问题的拟近似(弱)
有效解的关系,并在拟近似伪凸的条件下,证明了向量优化问题的临界点和拟近似弱有效解与变分不等式

的解之间的等价性．
定理１设f:X →Rn 在y∈X 处是拟近似凸的．若y是(VVIP)的解,则y是(NVOP)的拟近似有

效解．
证 　 若y 不是(NVOP)的拟近似有效解,则对于任意的α,α ∈int(Rp

＋),存在x ∈ X,使得

f(x)≤f(y)－α‖x－y‖－α
因为f 在X 上是拟近似凸的,即对于任意的α,α ∈int(Rn

＋),存在δ ＞０,使得

f(x)⫺f(y)＋‹ξ,x－y›－α‖x－y‖－α,∀ξ∈Əcf(y),x ∈B(y,δ)∩X
所以,存在x ∈X 满足

‹ξ,x－y›≤０,∀ξ∈Əcf(y)
这与y 是(VVIP)的解矛盾,所以y 是(NVOP)的拟近似有效解．

注１　 定理１的逆命题不一定成立．参见下面的例子．
例１　 我们考虑文献[８]中的(NVOP)问题,

(NVOP)　minf(x)＝(f１(x),f２(x))

x ∈X ＝[－２π,２π]
其中:f１,f２:X →R,

f１(x)＝
－３x x ≤０
－sinx x ＞０{

f２(x)＝
－２x x ≤０

x３－x２ x ＞０{
由文献[８]中的例２􀆰１知,对于任意的α＝(α１,α２)∈int(R２

＋)和

δ＝minπ
３

,－１＋ １＋１􀆰５α１

３
,－１＋ １＋１􀆰５α２

３
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＞０

f 在y＝０处是近似凸函数．由注１,f在y＝０处是拟近似凸函数．易证y＝０是(NVOP)的拟近似有效解,
但是y＝０不是(VVIP)的解．这是因为当x＝１时

‹ξ,x－y›＝(‹ξ１,x－y›,‹ξ２,x－y›)≤ (０,０),∀ξ１ ∈ [－３,－１],∀ξ２ ∈ [－２,０]

　　 定理２　
１)设y ∈X 是(NVOP)的拟近似弱有效解,则y 是(WVVIP)的解􀆰
２)设f:X →Rn 在y∈X 处是拟近似凸的．若y是(WVVIP)的解,则y是(NVOP)的拟近似弱有

效解．
证 　１)因为y是(NVOP)的拟近似弱有效解,X 是凸集,所以存在α,α ∈int(Rp

＋),使得对于任意的

x ∈X,下面不等式不成立

f(y＋t(x－y))－f(y)＜－αt‖x－y‖－α,０＜t＜１ (１)
(１)式两边同时除以t,然后让t↓０取极限得
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f􀳱(y,x－y)＜０
从而不存在x ∈X,使得

‹ξ,x－y›≤f􀳱(y,x－y)＜０,∀ξ∈Əcf(y)
故y 是(AWVVIP)的解．

２)与定理１的证明类似．
定理３　 设f:X →Rp 在y∈X 处是拟近似伪凸的．若y是(WVVIP)的解,则y是(NVOP)的拟

近似弱有效解．
证 　 若y 不是(NVOP)的拟近似弱有效解,则对于任意的α,α ∈int(Rp

＋),存在x ∈ X,使得

f(x)＜f(y)－α‖x－y‖－α
因为f 在y ∈X 处是拟近似伪凸的,所以存在x ∈X,使得

‹ξ,x－y›＜０,∀ξ∈Əcf(y)
这与y 是(WVVIP)的解矛盾．所以y 是(NVOP)的拟近似弱有效解．

定理４　 设f:X →Rn 在y∈X 处是严格拟近似凸的．若y是(NVOP)的拟近似弱有效解,则y是

(NVOP)的拟近似有效解．
证 　 若y 不是(NVOP)的拟近似有效解,则对于任意的α,α ∈int(Rp

＋),存在x ∈X,使得

f(x)≤f(y)－α‖x－y‖－α
因为f 在X 上是严格拟近似凸的,所以存在x ∈ X,

‹ξ,x－y›＜f(x)－f(y)＋α‖x－y‖＋α ≤０,∀ξ∈Əcf(y)
从而y 不是(WVVIP)的解．又由定理２,y∈X 不是(NVOP)的拟近似弱有效解,这与条件矛盾．故y是

(NVOP)的拟近似有效解．
定义９[１１]　 称可行点y ∈X 是(NVOP)的临界点,如果存在λ ∈Rp,λ ≥０,使得

λTξ＝０,∀ξ∈Əcf(y)

　　 定理５　(NVOP)的临界点是(NVOP)的拟近似弱有效解当且仅当f:X →Rn 在y∈X 处是近似

伪凸的．
　　 证 　 先证充分性．若y ∈X 是(NVOP)的临界点,则存在λ ∈Rp,λ ≥０,使得

λTξ＝０,∀ξ∈Əcf(y)
从而,对于任意的x ∈X,

‹λTξ,x－y›＝０,∀ξ∈Əcf(y)
所以,对于任意的x ∈X,

‹ξ,x－y›≤/０,∀ξ∈Əcf(y)
又因为f 在y ∈X 处是拟近似伪凸的,所以存在α,α ∈int(Rp

＋),使得 ∀x ∈X,有

f(x)≤/f(y)－α‖x－y‖－α,∀ξ∈Əcf(y)
故y 是(NVOP)的拟近似弱有效解．

下面证明必要性．设(NVOP)的临界点y是(NVOP)的拟近似弱有效解．若y∈X 是(NVOP)的临界

点,则存在λ ∈Rp,λ ≥０,使得

λTξ＝０,∀ξ∈Əcf(y)
从而,对于任意的x ∈X,

‹λTξ,x－y›＝０,∀ξ∈Əcf(y)
所以,对于任意的x ∈X,

‹ξ,x－y›≤/０,∀ξ∈Əcf(y)
又因为y ∈X 是(NVOP)的拟近似弱有效解,则存在α ∈int(Rp

＋),α ∈int(Rp
＋),对于任意的x ∈X,

f(x)≤/f(y)－α‖x－y‖－α
所以f 在临界点y 处是拟近似伪凸的．
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推论１　 若f:X →Rn 在y∈X 处是拟近似伪凸的,则(NVOP)的临界点、(NVOP)的拟近似弱有

效解和(WVVIP)的解是相互等价的．
注２　 若本文的定义５－８中的α ∈Rp

＋,则本文的结论仍成立．当α＝０时,本文中的定理２(１)可以

退化为文献[８]中的定理３􀆰２．
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