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非凸半定规划的最优性条件①

李永玲,　罗洪林,　向彦宁

重庆师范大学 数学科学学院,重庆４０１３３１

摘要:研究了非凸半定规划的一阶和二阶充分性条件．在不变凸性的假设下,给出并证明了广义 KarushＧKuhnＧ

Tucker条件是非凸半定规划具有全局最优解的一阶充分性条件．在没有任何广义凸性的假设下,给出了非凸半定

规划具有严格局部最优解的二阶充分条件．
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在本文中,我们用Rm,Sn,Sn
＋ 分别表示m 维向量空间,n阶对称矩阵空间及n阶半定矩阵锥．我们考虑

如下形式的非凸半定规划问题:

minf(x)

s􀆰t􀆰g(x)≤０
G(x)≤０ (１)

x ∈C ⊂Rm

其中f:Rm →R,g:Rm →Rk,G:Rm →Sn 均不要求是凸的,G(x)≤０当且仅当－G(x)∈Sn
＋．

在无约束以及含约束的优化问题中,最优性条件即最优解存在的必要条件、充分条件、充分必要条件

的研究一直是优化理论与方法研究中的基础和热点课题．
文献[１]建立了广义Fakars引理,并在类凸(预不变凸)性的假设下利用此广义Fakars引理证明了非凸

半定规划问题的最优性必要条件以及充分必要条件．文献[２－３]则对一般的非线性半定规划问题的最优性

条件进行了研究．文献[２]中以正则条件作为约束品性来证明了非线性半定规划问题的一阶和二阶最优性

条件;结合矩阵形式的Fakars引理证明了一阶必要条件;类似于讨论一般的非线性规划问题的二阶最优性

条件的方式证明了非线性半定规划问题的二阶必要以及二阶充分条件．在非线性半定规划一个局部最优解

处满足Robinson约束品性的前提下,文献[３]证明了以下条件是等价的:强二阶充分条件和约束非退化;

KarushＧKuhnＧTucker系统的Clarke􀆳sJacobian非奇异;KarushＧKuhnＧTucker点满足强正则性．文献[４]中

也给出了在不同的假设条件下 KＧKＧT点是广义方程的强正则解．
文献[１]在类凸的假设下讨论了非凸半定规划问题的一阶最优性条件,而本文在另一种广义凸性 ———

不变凸的假设下来讨论一阶最优性条件．类似于文献[２],本文也利用类似于讨论一般的非线性规划问题的

二阶最优性条件的方式来证明了非凸半定规划问题的二阶最优性充分条件．从文献[３]中可以看出
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KarushＧKuhnＧTucker条件在非线性半定规划问题中扮演着重要的角色．受此启发,为了给出非凸半定规划

问题的最优性充分条件,本文也给出了所谓的广义KarushＧKuhnＧTucker条件(式(３)),简称广义KＧKＧT条

件．此外,从计算的角度来看,由于本文引入的广义 KＧKＧT 系统的求解易在计算机上实现,因此广义

KＧKＧT条件的引入是有必要的．

１　 预备知识与记号

在这一节,我们将介绍一些定义、性质与符号．在对称矩阵空间Sn 中可定义内积为

A􀅰B＝∑
n

i＝１
∑
n

j＝１
AijBij ＝Tr(AB),∀A,B ∈Sn

其中 Tr表示矩阵的迹．基于此定义我们可以定义

A􀅰C＝

A􀅰C１１ 􀆺 A􀅰C１q

A􀅰C２１ 􀆺 A􀅰C２q

⋮ ⋮

A􀅰Cp１ 􀆺 A􀅰Cpq

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

其中A ∈Sn,C＝

C１１ 􀆺 C１q

C２１ 􀆺 C２q

⋮ ⋮

Cp１ 􀆺 Cpq

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

,Cij ∈Sn,C􀅰Cij 为对称矩阵空间Sn 中定义的内积．

如果我们用Z 表示Ri(Sj 或Ri×Sj),则用Z＋ 表示R＋ (Sj
＋ 或R＋×Sj

＋),其中i,j可以为任意的正整

数．在此基础上可定义如下的偏序关系:

A ≥B⇔A－B ∈Z＋

A ＞B⇔A－B ∈intZ＋,∀A,B ∈Z
若A,B ∈Sn

＋,则有A􀅰B ≥０．事实上,因为A ≥０,B ≥０,则存在n阶矩阵P,H 使得A＝PPT,B＝HT

H,因此有

A􀅰B＝Tr(AB)＝Tr(PPTHTH)＝Tr(PTHTHP)＝Tr((HP)THP)≥０

　　 称G:Rm →Sn 是可微的,若G(x)作为x ∈Rm 的多元函数是可微的,令

dG(x)
dx ＝

ƏG(x)
Əx１

ƏG(x)
Əx２

⋮

ƏG(x)
Əxm

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

＝

G１(x)

G２(x)

⋮

Gm(x)

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

其中

Gi(x)＝
ƏG(x)
Əxi

　　　i＝１,􀆺,m

为n×n 偏导数矩阵,则称dG(x)
dx

为G(x)对x 的导数．我们用DG(x)表示G(􀅰)在x 的微分映射,即

DG(x)为从Rm 到Sn 的线性映射,定义为

DG(x)y＝∑
m

i＝１
yiGi(x)

且记
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dG(x)
dx ＝DG(x)

　　 定义１[５]　 考虑问题min
x∈Ω

f(x),若可行点x存在一个ε(ε＞０)邻域Nε(x),使得对 ∀x∈Ω∩Nε(x)

且x ≠x,都满足f(x)＞f(x),则称x 为严格局部极小点．
定义２[１]　 设集合C ⊂Rm,如果存在一个向量值函数η:Rm ×Rm →Rm 使得 ∀x,y ∈C,λ∈ [０,

１],有y＋λη(x,y)∈C,则称C 是关于函数η 的不变凸集．
定义３[１]　 设集合C⊂Rm 是关于向量值函数η:Rm ×Rm →Rm 的不变凸集,T:C →Z,若对 ∀x,

y ∈C,λ ∈ [０,１],有

T(y＋λη(x,y))≤λT(x)＋(１－λ)T(y) (２)

则称T 是关于函数η 的预不变凸函数．
类似于Rm →R上的不变凸函数的定义,我们可定义Rm →Sn 上的不变凸函数,即:

定义４　 设集合C ⊂Rm,G:C →Sn 可微,如果存在一个向量值函数η:Rm ×Rm →Rm 使得

G(x)－G(y)≥DG(y)η(x,y),(∀x,y ∈C)

则称G 是关于函数η 的不变凸函数．
事实上,若T:C →Z是Fréchet可微的且是关于向量值函数η 的预不变凸函数,则T为不变凸函数．

这是因为T 是Fréchet可微的且对 ∀x,y ∈C,λ ∈ [０,１],T 满足(２)式,则(２)式可改写为

λ(T(x)－T(y))≥T(y＋λη(x,y))－T(y)

两边同时除以λ,令λ →０＋ 有

T(x)－T(y)≥DT(y)η(x,y)

反之不然．

２　 最优性条件

在这一节,我们主要讨论非凸半定规划问题(１)的一阶与二阶最优性充分条件．用Ω 表示问题(１)的可

行集,即

Ω＝{x ∈C:g(x)≤０,G(x)≤０}

　　 为了给出非凸半定规划问题(１)的最优性充分条件,本文给出了所谓的广义 KarushＧKuhnＧTucker条

件(简称广义 KＧKＧT条件)如下:

∇f(x)＋∇g(x)Tμ＋U􀅰DG(x)＝０

μTg(x)＝０

U􀅰G(x)＝０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(３)

其中:x ∈Ω,(μ,U)≥０．
一般情况下广义KＧKＧT条件不能保证x∈Ω的最优性,现证明在不变凸性的假设下,广义KＧKＧT条件

是全局最优性的充分条件．
定理１(充分条件)　 考虑问题(１),设g(x)＝(g１(x),g２(x),􀆺,gk(x))T,I＝{i:gi(x)＝０,i＝

１,􀆺,k},x ∈Ω,假设f,gi(i∈I),G 是关于相同的η:Rm ×Rm →Rm 的不变凸函数,如果存在μ＝

(μ１,μ２,􀆺,μk)T ≥０,U ≥０(U ∈Sn)使得(３)式成立,则x 是问题(１)的全局极小点．

证 　 当i∉I时,gi(x)≠０,由

μTg(x)＝０
可知

{μi＝０(i∉I)}
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从而有

∇g(x)Tμ＝∑
i∈I

μi∇gi(x)

于是由条件(３)及不变凸性的定义可得

f(x)－f(x)≥ηT(x,x)∇f(x)＝

－ηT(x,x)(∇g(x)Tμ)－U􀅰DG(x)η(x,x)＝

－ηT(x,x)∑
i∈I

μi∇gi(x)－U􀅰DG(x)η(x,x)≥

－∑
i∈I

μi(gi(x)－gi(x))－U􀅰(G(x)－G(x))＝

－∑
i∈I

μigi(x)－U􀅰G(x)＝

－μTg(x)－U􀅰G(x)≥
０　　　∀x ∈Ω

因此x 是问题(１)的全局极小点．
注１　 在定理１中把条件“f,gi(i∈I),G 是关于相同的η:Rm ×Rm →Rm 的不变凸函数”改为“C

是关于η:Rm ×Rm →Rm 的不变凸集,f,gi(i∈I),G 是Fréchet可微的且是关于向量值函数η 的预不

变凸函数”则定理仍成立．
定理２(二阶充分条件)　考虑问题(１),假设C为非空开集,f,g,G都是二阶可微的,x∈Ω,存在(μ,

U)≥０,且(μ,U)≠０,使得x 满足(３)式．令

I＝{i:gi(x)＝０,i＝１,􀆺,k}　　　I＋＝{i∈I:μi ＞０}　　　I０＝{i∈I:μi＝０}

分别称为积极约束指标集、强积极约束指标集、弱积极约束指标集．定义限制的 Lagrange函数L(x)＝

f(x)＋∑
i∈I

μigi(x)＋U􀅰G(x),L(x)在点x 的 Hessian矩阵可表示为

∇２L(x)＝∇２f(x)＋∑
i∈I

μi∇２gi(x)＋U􀅰D２G(x)

其中 ∇２f(x),∇２gi(x)(i∈I),D２G(x)分别表示f,gi(i∈I),G 在点x 的 Hessian矩阵,现定义锥

S＝{d ≠０:∇gi(x)Td＝０,i∈I＋

∇gi(x)Td ≤０,i∈I０

U􀅰DG(x)d＝０,d ∈Rm}

若

dT∇２L(x)d ＞０　　　∀d ∈S
则x 为问题(１)的严格局部极小点．

证 　 假设x 不是问题(１)的严格局部极小点,则存在序列{xk}⊂Ω 使得xk →x(xk ≠x)并且

f(xk)≤f(x)　　　∀k∈N∗

令

dk ＝
(xk －x)

‖xk －x‖
　　　λk ＝‖xk －x‖

则

xk ＝x＋λkdk　　　‖dk‖＝１　　　λk →０＋

因为 ‖dk‖＝１,则存在收敛子列,不失一般性,不妨假设{dk}收敛,则dk →d 且 ‖d‖＝１．
进一步,因为f,g,G 二阶可微,则有
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０≥f(xk)－f(x)＝∇f(x)T(xk －x)＋
１
２

(xk －x)T∇２f(x)(xk －x)＋

‖xk －x‖２αf(x;xk －x)　　　∀k∈N∗

即对 ∀k∈N∗ 有

０≥f(x＋λkdk)－f(x)＝λk∇f(x)Tdk ＋
１
２λ

２
kdk

T∇２f(x)dk ＋λ２
kαf(x;λkdk) (４)

０≥gi(x＋λkdk)－gi(x)＝λk∇gi(x)Tdk ＋
１
２λ

２
kdk

T∇２gi(x)dk ＋λ２
kαgi

(x;λkdk)(i∈I) (５)

G(x＋λkdk)－G(x)＝λkDG(x)dk ＋
１
２λ

２
kD２G(x)(dk,dk)＋λ２

kαG(x;λkdk) (６)

式(６)与U 作内积有

０≥U􀅰(G(x＋λkdk)－G(x))＝U􀅰(λkDG(x)dk ＋
１
２λ

２
kD２G(x)(dk,dk)＋λ２

kαG(x;λkdk)) (７)

其中αf:Rm →R,αgi
:Rm →R(i∈I),αG:Rm →Sn,lim

λk →０＋
αf(x;λkdk)＝０,lim

λk →０＋
αgi

(x;λk

dk)＝ ０(i∈I),lim
λk →０＋

αG(x;λkdk)＝０．对式(４),(５),(７)除λk,令k → ∞ 有

∇f(x)Td ≤０,∇gi(x)Td ≤０(i∈I),U􀅰DG(x)d ≤０ (８)

由(３)式有

∇f(x)＋∑
i∈I

μi∇gi(x)＋U􀅰DG(x)＝０

从而得到

∇f(x)Td＋∑
i∈I

μi∇gi(x)Td＋U􀅰DG(x)d＝０

再由(８)式可以得到

∇f(x)Td＝０,∇gi(x)Td＝０(i∈I＋)

∇gi(x)Td ≤０(i∈I０),U􀅰DG(x)d＝０

所以d ∈S．(５)式乘μi(i∈I),再与(４),(７)式相加,由

∇f(x)Tdk ＋∑
i∈I

μi∇gi(x)Tdk ＋U􀅰DG(x)dk ＝０

可得

０≥
λ２

k

２dk
T∇２L(x)dk ＋λ２

k(αf(x;λkdk)＋∑
i∈I

μiαgi
(x;λkdk)＋U􀅰αG(x;λkdk)) (９)

(９)式除λ２
k,令k → ∞,得到

dT∇２L(x)d ≤０
其中

‖d‖＝１,d ∈S
与条件矛盾,因此x 为问题(１)的严格局部极小点．

注２　 从定理２的证明中知可以进一步限制锥S即在锥S中添加约束 ∇f(x)Td＝０,尽管这是有效的,

但是在定理２中并没有对锥S 进行进一步的限制,原因在于若广义KＧKＧT条件成立且d∈S,则 ∇f(x)T

d＝０自动成立．
注３　 如果考虑的是无约束优化问题,则定理２可简化为:若 ∇f(x)＝０且 ∇２f(x)正定,则可断定

x 是严格局部极小点．
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３　 结 　 论

在本文中对非凸半定规划问题(１)的最优性充分条件进行了讨论．定理１在不变凸性的假设下证明了广

义 KＧKＧT条件是全局最优性的充分条件;定理２则给出了问题(１)的最优性二阶充分条件．
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niteprogrammingproblems．Underinvexconvexityassumption,weprovethatthegeneralizedKarushＧKuＧ
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