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一类非线性二层多目标规划问题的主要目标法①

吴　慧,　吕一兵

长江大学 信息与数学学院,湖北 荆州４３４０２３

摘要:研究了一类非线性二层多目标规划问题的求解方法．首先利用下层问题的 KＧT 最优性条件,将其转化为带

互补约束的多目标优化问题,其次将互补条件作为罚项,构造相应的罚问题,然后利用主要目标法求解该罚问题,

最后以相关实例给出了算法的具体实现过程．计算结果表明所设计的主要目标法对该类二层多目标规划问题是可

行的．
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二层规划问题(简称BLPP)是上层规划受到嵌入式下层规划限制的一类多层次决策问题．目前,二层

规划在实际问题中已经得到了广泛应用[１]．其数学模型可表示为

min
x

F(x,y)

s􀆰t􀆰G(x,y)≤０
min

y
f(x,y)

s􀆰t􀆰g(x,y)≤０ (１)
其中:x ∈Rn 为上层决策变量,y∈Rm 为下层决策变量．在上述问题(１)中下层问题以上层决策变量为参

数,其最优解受到上层决策变量的影响[２]．另外,在上述二层规划问题(１)中若上层目标函数F(x,y)或者

下层目标函数f(x,y)含有多个目标,此时称问题(１)为二层多目标规划问题[３]．
目前,二层多目标规划问题已经逐步引起了国内外学者的重视．针对上下两层都是多目标的一类二层

多目标规划问题,文献[４]通过将其转化为不同的多目标决策问题,设计了一种交互式算法;文献[５]首先

通过线性加权法求出下层问题的最优解,然后采用基于 NSGAＧII选择机制的多目标进化算法求解上层问

题,从而求解出此类问题的多个ParetoＧ近似最优解．针对上层是单目标下层是多目标的一类二层多目标规

划问题,文献[６－９]先后提出了不同的罚函数方法．但文献[６－７]所设计的罚函数方法均要求下层是线性

多目标规划问题;文献[８]中的罚函数方法只能求解出下层问题的弱有效解;文献[９]中的算法涉及到两个

不同的罚参数,因此计算量较大．针对上层是多目标下层是单目标的一类二层多目标规划问题,文献[１０]
设计了光滑化算法,但该方法只适用于下层是凸标量优化问题的二层规划模型．

本文将对一类非线性二层多目标规划问题设计主要目标求解方法．本文给出了该类非线性二层多目标

规划问题的数学模型以及相关定义与假设,并将以下层问题的 KＧT最优性条件代替下层问题,得到带互补

约束的多目标规划问题,然后结合罚函数方法和主要目标法,构造求解相应多目标规划问题的主要目标法．
最后给出数值实验结果．
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１　 数学模型

考虑如下上层为多目标,下层为单目标的一类非线性二层多目标规划问题

Q(１)　 min
x

F(x,y)

s􀆰t􀆰G(x,y)≤０
Q(２)　 min

y
f(x,y)

s􀆰t􀆰g(x,y)≤０ (２)
其中:x ∈X ⊆Rn,y∈Y⊆Rm 分别为上、下层决策变量;F:Rn＋m →RN ,G:Rn＋m →RP 分别为上层目

标函数及约束函数,且均连续可微;f:Rn＋m →R,g:Rn＋m →Rq 分别为下层目标函数及约束函数,且均连

续可微．Q(１)为上层问题,Q(２)为下层问题．记Y(x)＝ {y∈Y|g(x,y)≤０}为下层问题的可行集．S＝
x,y( )|x ∈X,y∈Y,G(x,y)≤０,g(x,y)≤０{ } 为问题(２)的约束域．S(x)＝ {x ∈X|∃y ∈Y,

G(x,y)≤ ０,g(x,y)≤ ０}为 约 束 域 S 在 上 层 决 策 空 间 的 投 影．对 于 x ∈ S(x),S ＝
y∈Y|y∈argmin[f(x,y):g(x,y)≤０]{ } 称为Q(２)的合理反映集．IR＝{(x,y)|(x,y)∈S,y∈
S}为问题(２)的诱导域(可行解集)．I(x,y)＝{i|gi(x,y)＝０}为函数g(x,y)在点(x,y)处起约束作

用的下标集．

定义１　(x∗ ,y∗ )称为问题(２)的ParetoＧ最优解,如果(x∗ ,y∗ )∈IR 且不存在(x􀬈,y􀬈)∈IR,使

得F(x􀬈,y􀬈)≤F(x∗ ,y∗ )．
本文做如下假设:
(A１)S 为非空紧集,且对 ∀x ∈X,Y(x)≠Ø,存在一个紧子集Z ⊂Rm,使Y(x)⊂Z．
(A２)对固定的x ∈S(x),下层问题Q(２)为凸规划问题,且 ▽ygi(x,y),i∈I(x,y)线性无关．

２　 主要结果

２􀆰１　 二层多目标规划转化为多目标规划

由假设(A２),首先利用下层问题的最优性条件,将问题(２)转化为如下带互补约束的多目标优化问题

min
x,y,u

F(x,y)

s􀆰t􀆰G(x,y)≤０

▽yf(x,y)＋∑
q

j＝１
uj▽ygj(x,y)＝０

∑
q

j＝１
ujgj(x,y)＝０

gj(x,y)≤０,j＝１,２,􀆺,q
uj ≥０ (３)

u ∈Rq 为相应的乘子．关于原问题(２)的最优解与转化后的问题(３)的最优解,可以得到如下结果．
定理１　 假设条件(A１)以及(A２)满足,若(x,y)是问题(２)在其邻域U(x,y)内的ParetoＧ最优解,

则一定存在对应的拉格朗日乘子u 使得(x,y,u)为问题(３)的ParetoＧ最优解,反之若(x,y,u)为问题

(３)的ParetoＧ最优解,则(x,y)也一定是问题(２)的ParetoＧ最优解．
证　１)若(x,y)是问题(２)在其邻域U(x,y)内的ParetoＧ最优解且y∈S,则存在对应的拉格朗日

乘子u 在点(x,y,u)处满足下层问题的KＧT最优性条件,那么(x,y,u)一定是问题(３)的可行点．现假

设(x,y,u)不是问题(３)的ParetoＧ最优解,则一定存在问题(３)的可行点(x􀬈,y􀬈,u􀬈)满足

F(x􀬈,y􀬈)≤F(x,y) (４)

又由于上述可行点(x􀬈,y􀬈,u􀬈)中的(x􀬈,y􀬈)同样是问题(２)的可行点．显然(４)式与(x,y)是问题(２)的

ParetoＧ最优解矛盾．
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２)若(x,y,u)是问题(３)的ParetoＧ最优解,则此时的(x,y)一定是问题(２)的ParetoＧ最优解,现

假设(x,y)不是问题(２)的ParetoＧ最优解,那么一定存在可行点(x
∧,y

∧)满足

F(x
∧,y

∧)≤F(x,y) (５)

此时一定存在对应的拉格朗日乘子u
∧
使得(x

∧,y
∧,u

∧)是问题(３)的ParetoＧ最优解,这与(x,y,u)是问题

(３)的ParetoＧ最优解矛盾．证毕．
２􀆰２　 多目标规划转化为单目标规划并求解

受文献[１１－１２]构造多目标规划问题罚函数方法的启发,本文考虑将互补约束条件∑
q

j＝１
ujgj(x,y)＝

０作为罚项,构造多目标规划问题(３)的罚函数算法,并证明其收敛性．记

h(x,y,u)＝∑
q

j＝１
ujgj(x,y)

构造问题(３)的如下罚问题

min
x,y,u

F(x,y,M)＝F(x,y)－Mh(x,y,u)e

s􀆰t􀆰G(x,y)≤０

▽yf(x,y)＋∑
q

j＝１
uj▽ygj(x,y)＝０

gj(x,y)≤０,j＝１,２,􀆺,q
uj ≥０ (６)

其中:M 为罚因子(一般取充分大的正数),e∈Rn 为元素全部为１的N 维向量．
根据上文的分析与假设,记问题(３)与问题(６)的约束域分别为X′,X０．则X′与X０ 之间满足X′＝X０ ∩

{(x,y,u)|h(x,y,u)＝０}．现假设X′为非空紧集,则X′⊆X０．显然,若存在点(x,y,u)∈X′,则点(x,

y,u)一定满足h(x,y,u)＝０．下面将讨论本文所构造的罚函数的收敛性以及问题(６)与问题(３)的ParetoＧ
最优解之间的关系．

定理２　 若C′为问题(３)的paretoＧ最优解集,C′M 为问题(６)的paretoＧ最优解集,则有

C′＝lim
M→∞

C′M ＝lim
M→∞

C′M ＝lim
M→∞

C′M

　　 证 　１)首先证明当(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M 时,(x′,y′,u′)∈C′．

当(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M 时,由上极限的定义可得,一定存在单调递增序列 Mk{ } 使得

(x′,y′,u′)∈C′Mk 　　　k＝１,２,􀆺
即不存在点(x″,y″,u″)∈X０,使得

F(x″,y″)－Mkh(x″,y″,u″)e≤F(x′,y′)－Mkh(x′,y′,u′)e (７)
又因为X′⊆X０,因此对 ∀(x″,y″,u″)∈X′有

F(x″,y″)－Mkh(x″,y″,u″)e＝F(x″,y″)≥F(x′,y′)－Mkh(x′,y′,u′)e (８)
现假设(x′,y′,u′)∉X′,则当k充分大时,一定存在点(x,y,u)∈X′⊆X０ 满足

F(x,y)＝F(x,y)－Mkh(x,y,u)e≤F(x′,y′)－Mkh(x′,y′,u′)e (９)

这与(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M 矛盾．因此,若(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M ,则有(x′,y′,u′)∈X′,即h(x′,y′,

u′)＝０,结合(８)式可得,对 ∀(x″,y″,u″)∈X′有

F(x″,y″)≥F(x′,y′) (１０)

　　２)再证当(x′,y′,u′)∈C′时,(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M ．

若(x′,y′,u′)∈C′,由ParetoＧ最优解的定义可知此时一定不存在点(x″,y″,u″)∈X′满足

F(x″,y″)≤F(x′,y′) (１１)
记X″＝X０\X′,即

X″＝{(x,y,u)|(x,y,u)∈X０,(x,y,u)∉X′}

３第１期　　　　　　　　吴　慧,等:一类非线性二层多目标规划问题的主要目标法



当X″≠Ø 时,则对任意一点(x,y,u)∈X″,由于h(x,y,u)＜０故h(x′,y′,u′)＝０．因此一定存在

正整数N,当M ＞N 时,不存在(x,y,u)∈X″使得

F(x,y)－Mh(x,y,u)e≤F(x′,y′)－Mh(x′,y′,u′)e (１２)
当X″＝Ø 时,更不存在点(x,y,u)∈X″满足(１２)式．

综上可得:存在正整数N,当M ＞N 时,不存在点(x,y,u)∈X０ 使得

F(x,y)－Mh(x,y,u)e≤F(x′,y′)－Mh(x′,y′,u′)e (１３)
即存在正整数N,当M ＞N 时,(x′,y′,u′)∈C′M ,从而可得

(x′,y′,u′)∈lim
M→∞

C′M

因为

lim
M→∞

C′M ⊆C′⊆lim
M→∞

C′M

且

lim
M→∞

C′M ⊆lim
M→∞

C′M

所以有

C′＝lim
M→∞

C′M ＝lim
M→∞

C′M ＝lim
M→∞

C′M

证毕．
引理１　 若序列{(x′M ,y′M ,u′M )}∈C′M ,M ＝１,２,􀆺,则h(x′M ,y′M ,u′M )→０,M → ∞．
证 　 用反证法．现假设存在{(x′M ,y′M ,u′M )}的某个子序列{(x′Mk ,y′Mk ,u′Mk )},使得－h(x′Mk ,

y′Mk ,u′Mk )≥ε,其中:ε ＞ ０,k ＝１,２,􀆺．又因为 Mk{ } 为 单 调 递 增 序 列,所 以 当k → ∞ 时 有

－Mkh(x′Mk ,y′Mk ,u′Mk )→＋∞,因此总存在点(x􀬈,y􀬈,u􀬈)∈X′⊆X０,当k足够大时,满足:

F(x􀬈,y􀬈)＝F(x􀬈,y􀬈)－Mkh(x􀬈,y􀬈,u􀬈)e≤F(x′Mk ,y′Mk )－Mkh(x′Mk ,y′Mk ,u′Mk )e (１４)
这与(x′M ,y′M ,u′M )是问题(６)的ParetoＧ最优解矛盾．因此,若(x′M ,y′M ,u′M )是问题(６)的ParetoＧ最

优解,则对 ∀ε＞０有０＜－h(x′Mk ,y′Mk ,u′Mk )＜ε,由迫敛性可知h(x′M ,y′M ,u′M )→０,M → ∞．证
毕．

定理３　 若(x′M ,y′M ,u′M )∈C′M ,M＝１,２,􀆺,则(x′M ,y′M ,u′M )为问题(３)的近似ParetoＧ最优

解．
证 　 由ParetoＧ最优解的定义可知:若(x′M ,y′M ,u′M )为多目标规划问题(６)的paretoＧ最优解,则

对 ∀(x,y,u)∈X′⊆X０ 有

F(x,y)＝F(x,y)－Mh(x,y,u)e≥F(x′M ,y′M )－Mh(x′M ,y′M ,u′M )e (１５)

又由引理１可知h(x′M ,y′M ,u′M )→０,则对 ∀(x,y,u)∈X′有

F(x,y)≥F(x′M ,y′M ) (１６)
故问题(６)的ParetoＧ最优解(x′M ,y′M ,u′M )一定是问题(３)的近似ParetoＧ最优解．证毕．

下面讨论多目标规划问题(６)的求解方法．多目标规划问题的主要求解方法有分量加权法、分量排序

法、分量最优化方法和目的规划法等[１３]．本文考虑运用分量最优化方法中的主要目标法进行求解．主要目

标法是指先将多个分量目标函数中的一个目标函数作为主要目标函数,再确定其他目标函数的上限和下限

并将其作为约束条件,从而将多目标规划问题转化为单目标规划问题的一种求解方法[１４],即

minfn(x)⇔minfk(x)

s􀆰t􀆰fl ≤fl(x)≤fl(l≠k) (１７)
对于问题(６),假设第N 个目标函数是决策者最关心的,则可在问题(６)的可行域中先分别求出其它N－１
个目标函数的最小值,即分别求解下列N －１个单目标优化问题

min
x,y,u

Fl(x,y,M)(l≠N)

s􀆰t􀆰G(x,y)≤０
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▽yf(x,y)＋∑
q

j＝１
uj▽ygj(x,y)＝０

gj(x,y)≤０　　　j＝１,２,􀆺,q
uj ≥０ (１８)

将其最优解记为wi,并将此时的目标函数值记为F′l(x,y),令:

fl ＝F′l(x,y) fl ＝F′l(x,y)＋ηl(ηl ＞０) (１９)

可得F′l(x,y)≤Fl(x,y)≤F′l(x,y)＋ηl(l≠N),并将其作为约束条件,即可将问题(６)转化为如

下单目标优化问题:

min
x,y,u

FN (x,y,M)

s􀆰t􀆰F′l(x,y)≤Fl(x,y)≤F′l(x,y)＋ηl(l≠N)

G(x,y)≤０

▽yf(x,y)＋∑
q

j＝１
uj▽ygj(x,y)＝０

gj(x,y)≤０　　　j＝１,２,􀆺,q
uj ≥０ (２０)

这样既能保证第N 个目标函数取得理想值,又能在一定程度上照顾其它N－１个目标函数,且对目标函数

和约束域的凸性没有要求[１５]．由文献[１４]中的定理１可知问题(２０)的最优解一定是问题(６)的ParetoＧ有

效解．具体求解步骤如下:
步骤１　 令ε＞０,置k＝ ０,l＝ １．选择初始点(x０

l,y０
l,u０

l),并选择序列 Mk{ } ,其中:Mk ＝
cMk－１(c＞０),Mk →＋ ∞(k→＋ ∞);

步骤２　 以(x０
l,y０

l,u０
l)为初始点,求解单目标优化问题(１８),得到最优解(xk

l,yk
l,uk

l);
步骤３　 若 Mh(xk

l,yk
l,uk

l)≤ε,则记wl＝ (xk
l,yk

l)为问题(１８)的最优解,记此时的目标函数值为

F′l(x,y),并令l＝l＋１,当l≤N－１时,转到步骤２,当l＝ N 时,转到步骤４;反之,则令k＝k＋１,
转到步骤２;

步骤４　 将 前 N －１ 个 目 标 函 数 的 最 小 值 F′l(x,y)代 入 (２０)式,并 根 据 具 体 问 题 确 定

η１,η２,􀆺,ηN－１{ } 的值;
步骤５　 令ε＞０为停机精度,置k＝０,与步骤１类似确定初始点(x０,y０,u０)和序列 Mk{ } ;
步骤６　 以(x０,y０,u０)为初始点,求解单目标优化问题(２０),得到最优解(xk,yk,uk);
步骤７　 若 Mh(xk,yk,uk)≤ε,则记w＝(xk,yk,uk)为问题(２０)的最优解,记此时的目标函数

值为F′N (x,y);反之,则令k＝k＋１,转到步骤６．

３　 数值实验

为了检验上述算法的可行性,考虑如下算例[１]

min
x

F(x,y)＝
５
３x２,５

２
(y－１０)２æ

è
ç

ö

ø
÷

s􀆰t􀆰－x＋y ≤０
０≤x ≤１５

min
y

f(x,y)＝０􀆰０７７(x＋２y－３０)２＋０􀆰９２３(x＋０􀆰５y)２

s􀆰t􀆰０≤y ≤１５ (２１)
首先利用下层问题的最优性条件,同时取相应的互补约束为罚项,构造如下多目标优化问题

min
x,y,u

F(x,y,M)＝
５
３x２,５

２
(y－１０)２)－M(－u１y＋u２(y－１５)æ

è
ç

ö

ø
÷e

s􀆰t􀆰０．３０８(x＋２y－３０)＋０．９２３y－u１＋u２＝０
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－x＋y ≤０
０≤x ≤１５
０≤y ≤１５
u１,u２ ≥０ (２２)

然后用主要目标法求解．在本算例中假设F１(x,y,M)为主要目标函数,则先求解以F２(x,y,M)为目

标函数的单目标优化问题

min
x,y,u

F２(x,y,M)＝
５
２

(y－１０)２)－M(－u１y＋u２(y－１５))

s􀆰t􀆰０􀆰３０８(x＋２y－３０)＋０􀆰９２３y－u１＋u２＝０
－x＋y ≤０
０≤x ≤１５
０≤y ≤１５
u１,u２ ≥０ (２３)

取ε＝０􀆰０１,M０＝１０,c＝２,计算可得当(x,y,u１,u２)＝(５􀆰００２７０８,５􀆰００２７０８,０,０)时,F２(x,y,

M)min＝F′２(x,y)＝６２􀆰４３２３１．最后取η＝１,将F′２(x,y)≤F２(x,y)≤F′２(x,y)＋η作为约束条件

求解如下单目标优化问题

min
x,y,u

F１(x,y,M)＝
５
３x２－M(－u１y＋u２(y－１５))

s􀆰t􀆰６２􀆰４３２３１≤
５
２

(y－１０)２ ≤６３􀆰４３２３１

０􀆰３０８(x＋２y－３０)＋０􀆰９２３y－u１＋u２＝０
－x＋y ≤０
０≤x ≤１５
０≤y ≤１５
u１,u２ ≥０ (２４)

计算可得最优解为(x′,y′,u′１,u′２)＝ (５􀆰００２７０４,５􀆰００２７０４,０,０),此时F１(x,y,M)取得最

小值为４１􀆰７１１７５．根据上文的分析,若(x′,y′,u′１,u′２)为问题(２２)的最优解,则(x′,y′)一定是

算例１的近似ParetoＧ最优解．当(x′,y′)＝ (５􀆰００２７０４,５􀆰００２７０４)时,目标函数值为F(x′,y′)＝
(４１􀆰７１１４５,６２􀆰４３２５２)．文献[１]用模拟退火算法求得算例１的 ParetoＧ 最优解为:(x″,y″)＝
(４􀆰９９５３,５􀆰００１１),此时F(x″,y″)＝ (４１􀆰５８８３８,６２􀆰４７２５２),比较两种算法的结果可得本文所

提出的主要目标法是有效可行的．

４　小　结

本文结合 KＧT最优性条件、罚函数法以及主要目标法,针对下层是凸单目标规划的一类非线性二层多

目标规划设计了一种新的算法．数值实验表明该算法是有效可行的．值得指出的是,本文所设计的算法还可

以推广到下层是凸多目标规划的情形,此时采用线性加权法将下层问题转化为单目标优化问题之后,也可

用本文所给出的方法及步骤求解．
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TheMainTargetMethodforSolvingaClassofNonlinear
BilevelMultiＧObjectiveProgrammingProblems

WU　Hui,　LÜYiＧbing
SchoolofInformationandMathematics,YangtzeUniversity,JingzhouHubei４３４０２３,China

Abstract:Inthispaper,westudythemethodforsolvingaclassofnonlinearbilevelmultiＧobjectiveproＧ
grammingproblems．First,theoriginalproblemistransformedintoamultiＧobjectiveprogrammingprobＧ
lemwithcomplementaryconstraintbyreplacingthelowerlevelproblemwithitsKuhnＧTuckeroptimality
condition．Then,thecomplementaryconditionisappendedtotheobjectivesoftheupperlevelasapenalty
term,andacorrespondingpenalizedproblemisobtained．Afterthat,thepenalizedproblemissolvedwith
themaintargetmethod．Finally,thespecificimplementationprocessofthealgorithmisgiventhrougha
numericalexample．ThenumericalresultshowsthattheproposedmaintargetmethodisfeasibleforsolＧ
vingsuchnonlinearbilevelmultiＧobjectiveprogrammingproblems．
Keywords:nonlinearbilevelmultiＧobjectiveprogramming;optimalitycondition;penaltyfunction;main

targetmethod
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