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玻色爱因斯坦凝聚中对暗孤子的KdV方程描述①

加 羊 杰

青海师范大学 民族师范学院数学系,西宁８１０００８

摘要:以平均场理论为基础,结合玻色 爱因斯坦凝聚的性质,通过两模近似,对超流气体在unitarity区域和 BEC

区域的限制条件下,研究了波色超流气体中的一维孤立波脉冲．运用约化摄动法得到了电子声孤波的 KdV 方程,

从而得到一孤波解．发现孤立子的传播振幅和宽度与参量c０,c１,γ,γ０,γ１,以及散射长度a 有关．
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近年来,激光冷却技术的发展使得玻色 爱因斯坦凝聚(BoseＧEinsteincondensationBEC)[１]得以实现,

此后人们在实验和理论上对它进行了很多有意义的研究[２]．其中,孤波在BEC中的研究是一个有趣的问

题,自１８３４年起,就受到人们的广泛关注[３]．在BEC实验和理论研究中,研究者对孤波产生了极大的兴趣,
并围绕孤子这一主题作了大量工作．通过费什巴赫共振技术实现了玻色 超流气体重要的转变,成为许多现

实物理体系模拟的良好的平台[４]．定义无量纲相互作用参数y＝１/(kFa),其中kF ＝(３π２n)
１
３ 是玻色子s波

散射长度,它可以区分不同的超流区域[５],分别为:y＜－１是BCS区域,y＞１是BEC区域,－１＜y＜１是

BEC和BCS交叉区域;当y＝－∞ 时,系统处于BCS或y＝＋∞ 时系统处于BEC;y＝０处称为幺正极限,
此时对应于粒子间的散射长度发散．在实际操作中,一个单一的物理量,s波的散射长度就足以给出系统的

精确描述．近来关于碱金属蒸气中BEC的实验成果更加激发了人们理论研究玻色气体的兴趣[６]．在过去的

几十年里,无论是对最初实验观测的解释还是对新现象的预言,人们都已经做了大量客观的研究工作．在

谐振子势存在的条件下,相互作用玻色气体的多体理论引出了许多不可预测的特性．这将在多学科的基础

上开拓一个新的理论研究方向[７]．凝聚体波函数的平均场方法为近似描述与BEC有关的现象提供了简单的

数学模型．值得一提的是该模型能够产生超流系统典型的激发特性,像集体激发的传播和波函数相位导致

的干涉效应等．这个理论适合描述零温下稀薄气体中的两体相互作用效应,并且可以用来探索热效应．目前

的主要理论文章都是将平均场理论运用到BEC体系而得到的[８]．
本文主要将通过非线性薛定谔方程研究超流玻色气体的动力学行为得出超流玻色气体在BCS,BEC和

幺正区的极限情况下的 KdV孤立波,并得出在BEC和幺正区的极限情况下孤波的传播速度[９],以及振幅

和孤波宽度与极小弱作用参数的依赖关系．

１　 动力学方程

玻色气体在低温下时间和密度的相关函数满足以下动力学方程
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其中:Ψ 是玻色子的序参量,μ是化学势,U 是外势,m 是原子质量,a是散射长度,n是离子数密度,G 是

玻色子相互作用的耦合系数,化学势μ(n,a)＝c０nγ０(１＋c１nγ１),这里c０,c１ 和γ０,γ１ 都是常量,n＝|Ψ|２,

∫dr|Ψ|２＝N 表示玻色子的原子数,这里的G＝
４πћ２as

m
是相互作用的常数,as 是原子间s波散射长度(具

有排斥相互作用的系统as ＞０),m 为原子质量．假设粒子被限制在具有盘状势U＝
１
２m[ω２

⊥ (x２ ＋y２)＋

ω２
zz２]的阱中,由于盘状势的ωz ≪ω⊥ 非常小,可以被忽略．这里ω⊥ 代表x 轴或y轴的横向频率,ωz 为z

方向的势阱频率．对于在超流条件下的玻色凝聚气体沿轴向(x方向)的初始波函数Ψ 可表示为Ψ＝ neiϕ,
可获得一组耦合方程n 和ϕ．
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,

n０ ＝ N/a３
⊥ ,μ＝ћω⊥μ′,将这些变量代入方程(２)和(３)中,得到:
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其中∫drn＝１因为在实验中ωz/ω⊥ 是很小的,忽略方程(５)的左边的第３项．令 n ＝F,假设F＝A(z,

t)G(x,y),ϕ＝－ξt＋φ(z,t),其中G(x,y)满足
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这个方程是量子力学中二维谐振动的能量本征值问题．其基态解是

G０(x,y)＝exp[－(x２＋y２)/２]
且本征值ν＝ν０＝１．将它代入方程(４)和(５)可得:
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　　 为了得到方程(８),令方程(６)中的G(x,y)＝ G０(x,y),在方程(５)的两边乘G∗
０ 且对x,y 从

－ ∞ ~＋ ∞ 积分．这个方程与考虑系统为准一维情况是等同的．
令

A＝u０＋a(z,t)(u０ ＞０)
和

(a,φ)＝(a０,φ０)exp[i(kz－ωt)]＋c􀆰c􀆰
其中u０,a０ 和φ０ 为常数,获得方程(７)和方程(８)的线性散射关系:
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其中“＋”,“－”分别表示波向右或左传播的方向．方程(９)是Bogoliubov类型的线性激发谱．从方程(９)可

以获得系统的声速为:

c＝
dω
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１
２ ２c０c１u２γ０＋２γ１ ＋πGu３

０ (１０)

当系统均匀(Vext(r)＝０)时,相应的声音速度被标记为cini,而且c/cini的值取决于参数c０,c１,γ０ 和γ１,这不

同于BECs区．
现在来看看非线性激发系统．用约化摄动法,对小的但有限振幅的长波扰动,独立变量被展开为ξ＝

ε(z－ct)和τ＝ε３t,其中ε无穷小量．非独立变量被展开为:

A＝u０＋ε２(a０＋ε２a１＋􀆺) (１１)

φ＝ε(φ０＋ε２φ１＋􀆺 ) (１２)

将ξ＝ε(z－ct),τ＝ε３t,以及方程(１１)与方程(１２)代入方程(７),并比较ε各阶量的大小,由方程(７)的

ε０,ε２,ε４ 可得:

c
Əa０

Əξ
－

１
２

Ə２φ０

Əξ２ ＝αj (１３)

c０c１u２γ０＋２γ１
０ aj －cu０

Ə２φj

Əξ２ ＋πGu０aj ＝βj (１４)

由方程(１３)知,j＝０,１,􀆺 和βj＝２c∫αjdξ,当(j＝０)时,得到φ０＝(２c/u０)∫dξa０,这里φ０ 是a０ 的积分,

而a０ 是a 的函数,而a０ 满足下面的 KdV方程:
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令ω＝ε２a０,并且应用ξ,τ的定义,则可得到:
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令Z＝z－ct,其单孤子解为:
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其中:B 是反映激发的正常数,z０ 是标记孤子初始位置的常数．这样可以得到
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至此,得到了KdV方程(１５)和相应的超流玻色气体的暗孤子解(１８)．在玻色爱因斯坦凝聚态下根据非线性

薛定谔方程,通过比较研究发现我们的结果可以适用于不同的区域．可以得到暗孤子的波速、波宽和振幅,

它们分别为:
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其中:B􀬈＝
B
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与u０ 有关的常量,u０ 满足１－２B􀬈 ＞０,B 表明了系统的灰度,c与方程(１０)给出,它比孤立

子的速度大,这个结果在理论与实验室上一致的．而且灰度越大,孤立子的传播速度越小,这个结果与文献

[１０]是一致的．从方程(１９)和(２０)得到,孤立子的传播速度和宽度决定于参数c,c０,c１,γ,γ０ 和γ１．
c０＝６􀆰８４　　　c１＝３１􀆰７６　　　γ０＝１　　　γ１＝１/２　　　u０＝１　　　γ＝１　　　c＝１０􀆰６４

２　 结果与讨论

首先,在BEC极限情况下,取c０＝d０y－１,c１＝d１y－５/２,γ０＝１,γ１＝１/２．取d０＝３􀆰６５,d１＝１８􀆰８８,

u０ ＞０,B􀬈＝
１
３

,在不同的u０ 取值下,从孤波的宽度、波速与作用参数y的关系可以看出,当y增大时,孤

波宽度增大,而随着u０ 增大,孤波宽度减小．这样就可知道,当散射长度或者超流玻色气体的密度增大时,
孤波的宽度减小．另一方面,当y 增大时,孤波波速减小,而随着u０ 增大,孤波宽度增大．这样,当散射长

度或者超流玻色气体的密度增大时,孤波的传播速度就会增大．还有,在BEC和BCS交叉区的BEC情况下

c０＝d′０,c１＝d′１y,γ０＝２/３,γ１＝－
１
３．取d′０＝１􀆰４０,d′１＝６􀆰４３,u０ ＞０,B􀬈＝

１
３

随着超流玻色气体的

散射长度的增大,孤波的宽度增大,但是,随着气体密度增大,波宽也增大．当y 和u０ 都增大时,波速增

大,可见,超流玻色气体的散射长度和密度越大,波速越小．同时,在BEC区,y 值越大,波宽也越大．

３　 结 　 论

本文以平均场理论为基础,结合玻色 爱因斯坦凝聚的性质,通过两模近似,从玻色子间相互作用的化

学势和s波散射长度出发[１１],研究了Bose气体在unitaeity区域和BEC区域所满足的动力学方程,运用约

化摄动法推导得出KdV方程,从而得到一孤子解．讨论了从BCS区过渡到unitarity区相图的变化规律,发

现耦合系数与散射长度是影响unitarity区相图的主要因素．在考虑s波散射波长a＞０时,凝聚体中原子间

的相互作用是相互排斥的,观察到的是暗孤子．孤立子的传播速度和宽度决定于参数c,c０,c１,γ,γ０ 和γ１．
波速c和阻尼系数γ对孤波的稳定性影响极大,即当阻尼系数γ＞０时,波幅和波速减小,而波宽增大．当
阻尼系数γ ＜０时,波幅和波速增大,而波宽减小．本文给出的Bose气体在BEC端的相关结论和已有的

BEC结论完全符合．
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KdVDescriptionofDarkSolitonsin
BoseＧEinsteinCondensation(BEC)

JIAYangＧJie
DepartmentofMathematics,NationalitiesCollegeofQinghaiNormalUniversity,Xining８１０００８,China

Abstract:AoneＧdimensionalsolitarywavepulseinthesuperfluidBosegasunderthelimitingconditionsof
unitarityregionandBECregionisstudied,basedonthemeanＧfieldtheoryincombinationwiththeproperＧ
tyofBoseＧEinsteincondensationandthroughthetwoＧmodeapproximation．ByusingthereductiveperturＧ
bationmethod,a(KdV)equationforthenonlinearelectronＧacousticsolitarywavesisderived,fromwhich
asolitarywavesolutionisobtained．Itisfoundthattheamplitudeandwidthofthesolitarywavesdepend
ontheparametersc,c０,c１,γ,γ０andγ１andonthescatteringlengtha．
Keywords:Solitons;BoseＧEinsteincondensation(BEC);solitarywaveequation;nonlinearwave
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