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用状态空间图刻画单群A５
①

王孝敏,　周　伟

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:对有限群的状态空间图进行研究,并证明了单群A５ 可由它的一个状态空间图所刻画．
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有限群为群论中非常重要的部分,其结构与性质被广泛应用于许多相关学科．但由于这类研究的抽象

性,需要引入其它工具来帮助我们理解某些群的结果．自然地,图论就是一个非常恰当的工具．文献[１]用

A５ 的数量刻画构造了自同构为A５ 的图．文献[２]研究了李型单群的一种特征标次数图．显然图论的引入使

得这些抽象的理论有了形象的描述．本文主要研究有限群的状态空间图．
首先我们给出有限群G 关于一个自同态α的状态空间图ΓG,α 的定义[３]．令图ΓG,α 的顶点集为群G,对

点集中的元素x,y,可以确定一条由x 指向y 的边当且仅当α(x)＝y．

图１　 状态空间图Δk

注意到自同态α 对于有限群G 的状态空间图有着巨大的影响．例如取群G
为一k阶群,令α为群G 的零同态,即:对任意的g ∈G,α:g| →１．我们得

到一个状态空间图Δk(如图１所示):
对于任意阶为k的群X,若取f为X 的零同态,则ΓX,f ≅Δk．因此只有对

自同态α 进行一定的限制,才可能由状态空间图确定群的结构．本文主要研究

交错群A５ 的一个状态空间图ΓA５,α,其中自同态α 为A５ 的５阶自同构．
引理１　 群G 的一个自同态α 为自同构的充要条件是图ΓG,α 不含有子图

Δk(k≥２)．
证 　 考虑kerα在自同态α之下的状态空间图．注意到当|kerα|＝k时,

这个图就是Δk．显然,α 为自同构的充要条件是k＝ １,即α 为自同构的充要条件是图ΓG,α 不含有子图

Δk(k≥２)．
记Fix(G,α)为自同态α 的固定点集,即

Fix(G,α)＝{x ∈G|α(x)＝x}

　　 引理２　Fix(G,α)≤G．
　　 证 　 由于α(１)＝１,故Fix(G,α)非空．任取Fix(G,α)的元素x,y,有

α(xy－１)＝α(x)􀅰α(y－１)＝xy－１

故Fix(G,α)是G 的子群．
本文主要研究单群A５ 的状态空间图．交错群A５ 是阶最小的单群,群论研究者已对其进行了许多刻

画[１,４]．首先给出α 为A５ 的一个５阶自同构所得到的状态空间图ΓA５,α．由于Aut(A５)＝S５,因此我们只需
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研究α 为(１２３４５)所诱导的内自同构的情况．从而得到对应的图ΓA５,α(如图２所示):

图２　 状态空间图ΓA５,α

显然,ΓG,α 的连通分支[５]为Γ１,􀆺,Γ１１,Γ０１,􀆺,Γ０５．对于连通分支Γ１,􀆺,Γ１１,每个连通分支有５个

顶点,形状为五边形;对于连通分支Γ０１,􀆺,Γ０５,每个连通分支有１个顶点．而且Fix(G,α)由连通分支

Γ０１,􀆺,Γ０５ 的顶点集构成．
下面我们得到本文的主要定理:
定理１　 若ΓG,f ≅ΓA５,α,则G ≅A５．
证 　 由状态空间图同构可知,|G|＝|A５|＝６０．注意到图ΓG,f 不含有子图Δk(k≥２),由引理１可知

f 为自同构．因为自同构不改变元素的阶,可知状态空间图的每个连通分支的顶点的阶都相等．因此在连通

分支Γ１,􀆺,Γ１１ 中,令顶点的阶为r的分支个数kr,则这些连通分支所提供的r阶元的个数为５􀅰kr．
由引理２可知Fix(G,α)≤G,从而Fix(G,α)为５阶子群．不妨设生成元为f５．令f１ 为单位元,从

而我们找到４个５阶元．为证明定理１需先证明G 为单群．
若G 非单群,则G 存在非平凡的真正规子群N．于是|N|∈ {２,３,４,５,６,１０,１２,１５,２０,３０}．
若|N|＝２,由图象可知,在f 作用下不动的点除单位元外全为５阶元,故N 在f 作用下变为另外一

个群,设为B．则N ×B 为G 的４阶正规子群,则G 的Sylow２ 子群只有１个．即G 中４阶元只有２个,
矛盾．

若|N|＝４,则G 的Sylow２ 子群只有１个,则G 中４阶元只有２个,矛盾．同样地可考虑|N|＝３
时G 的Sylow３ 子群的个数,可得出相同的矛盾．

若|N|＝５,则N 为G 的正规Sylow５ 子群．考虑G 中Sylow３ 子群的个数n３．由３阶元成对出现

可得,群G 中３阶元的个数为２n３,则２n３＝５k３．结合Sylow定理可知n３＝１０．设G 的Sylow３ 子群为Q,
则 NQ 为G 的子群,且|NQ|＝１５．而１５阶的群同构于１５阶交换群,故|NG(Q)|≥１５,可得n３ ≤４,与

n３＝１０矛盾．
若|N|＝１２,则N 中Sylow３ 子群的个数为１或４．若N 中Sylow３ 子群的个数为１,设为M,则

M 为N 的特征子群,则M 为G 的正规３阶子群,矛盾;若N 中Sylow３ 子群的个数为４,则N 中３阶元

的个数为８,且N 中含有G 中所有３阶元,矛盾．
若|N|＝２０,则N 中Sylow５ 子群只有１个,与上面相同讨论可推出矛盾．同样地讨论|N|＝１０时

N 中Sylow５ 子群的个数,|N|＝６时N 中Sylow３ 子群的个数,|N|＝１５时N 中Sylow５ 子群的个

数,可得出矛盾．
若|N|＝３０,则N 中Sylow５ 子群的个数为１或６．若N 中Sylow５ 子群只有１个,与上面相同讨

论可推出矛盾．若N 中Sylow５ 子群的个数为６,则N 中５阶元有２４个,而此时N 中３阶元的个数小于

５．且N 中含有G 中所有３阶元,矛盾．
综上所述,群G 中不存在平凡的正规子群,故群G 为单群．
为了证明G ≅A５,只需要说明群G 中存在指数为５的子群．
由G 为单群可知n５ ＝ ６．因此群G 中５阶元有２４个,故５阶元所占连通分支除Γ０１,􀆺,Γ０５ 外的个

数为４．考虑群G 中的３阶元,可得２n３＝５k３,由此可知G 中的３阶元所占连通分支的个数为４．则群G
中k(k≠３,５)阶元所占的连通分支个数至多为３．

若G 中存在l阶元,其中l可能为１０,１２,１５,２０,３０,则kl ≥４,矛盾．
若G 中存在６阶元,则k６＝２．则由图像可知,G 中有５个２阶元,且G 中无４阶元．令P１,P２,P３ 为
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G 的所有Sylow２ 子群．若Pi ∩Pj ＝１(i≠j;i,j＝１,２,３),则G 中２阶元的个数超过５个,矛盾．因

此不妨设P１ ∩P２＝‹a›,则可令

P１＝‹a›×‹a１›　　　P２＝‹a›×‹a２›
则P１ ∪P２ 产生５个２阶元,且

P１ ∪P２＝{１,a,a１,a２,aa１,aa２}
若P３ ⊈P１ ∪P２,则G 中２阶元的个数超过５个,故P３ ⊆P１ ∪P２．若P３ 中含有a,则以a为生成元的

循环群为G 的极大正规２子群,与G 为单群矛盾．故a不属于P３,则a１,a２,aa１,aa２ 中必有３个属于P３．
若a１,a２ ∈P３,则可推出a∈P３,产生矛盾．故a１,a２ ∉P３,aa１,aa２ ∈P３．若a１ ∈P３,则a∈P３,产

生矛盾．若a２ ∈P３,则a ∈P３,产生矛盾．故G 中无６阶元．
若G 中有４阶元,可得２n２＝５k４,k４＝２,n２＝５,因此G 中存在指数为５的子群．若G 中无４阶元,则

设M１,M２ 为G 中不同的Sylow２ 子群,且M１ 与M２ 的交集为由d 生成的循环群．则

CG(‹d›)≥ ‹M１,M２›
故

|CG(‹d›)|≥６
故存在l∈CG(‹d›),且|l|＝３,５．故|dl|＝６,１０,由前面的讨论可知矛盾．故M１ ∩M２＝１,设G中Sylow
２ 群的个数为n２,则３n２＝５􀅰３,故n２＝５．故G 中存在指数为５的子群．

设 H ≤G,|G∶H|＝５,则有G/HG 同构于对称群S５ 的子群,而由群G 为单群可知HG ＝１,从而G
同构于对称群S５ 的子群,于是有G ≅A５．

注 　 众所周知,６０阶单群为A５
[６]．本文定理１的证明部分主要说明状态空间图可以帮助我们理解群的

有关信息,故在此处进行了详细说明．
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