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交错群A５,A６,A７ 的新刻画①

李　月,　曹洪平

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:证明了交错群A５,A６,A７ 可由其阶和元素的同阶类类数共同刻画．当给定了群的阶和同阶类类数时,通过判

断元素的阶之集中所含合数的个数给出了群的素图结构,进而得到群的结构．
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在有限群中,群的阶和群的元素的阶对群的结构有很大影响．文献[１]证明了奇数阶群是可解群．文献

[２]研究了质元群的结构,并给出了交错群A５ 的一个新刻画．文献[３]证明了元的阶之集中素数个数与合

数个数的关系,并给出了群为单群的一个充分条件．本文继续对群的阶及群的元素的阶进行讨论,利用群

的阶及群的元素的同阶类类数对交错群A５,A６,A７ 进行刻画．
设G 为有限群,|G|为G 的阶,π(G)表示|G|的素因子之集,πe(G)表示G 的元的阶之集．η(G)

表示G 的元素的同阶类类数,即πe(G)所含元的个数．我们用Γ(G)表示群G 的素图,用t(G)表示Γ(G)
的连通分支个数．π１,π２,􀆺,πt(G) 为Γ(G)的连通分支．若２∈π(G),我们总假设２∈π１．其它符号都是标

准的,可参看文献[４]．
引理１[５]　 设G 是有限群,G 的素图不连通,则G 有如下３种结构:
􀃠 Frobenius群;
􀃡２ＧFrobenius群;
􀃢G 有一正规群列１◁— H◁—K◁—G,其中K/H 是非交换单群,H 和G/K 是π１ 群．
引理２[２]　 设G 是有限群,则G ≅A５ 当且仅当πe(G)＝{１,２,３,５}．
引理３[６]　 设G 是偶阶２ＧFrobenius群,即G＝ABC,其中A◁—G,AB◁—G,AB 是以A 为核B 为补

的Frobenius群,BC 是以B 为核C 为补的Frobenius群．则:
t(G)＝２　　　π(A)∪π(C)＝π１　　　π(B)＝π２

且G 是可解的．
定理１　 设G 为群,则G ≅A５ 当且仅当:
􀃠|G|＝|A５|;
􀃡η(G)＝η(A５)．
证 　 当G ≅A５ 时,显然有:

|G|＝|A５|　　　η(G)＝η(A５)
　　 反之,若|G|＝|A５|＝６０＝２２􀅰３􀅰５,则

π(G)＝{２,３,５}
从而
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πe(G)⊇ {１,２,３,５}
又因η(G)＝η(A５)＝４,所以πe(G)＝{１,２,３,５}．由引理２知G ≅A５．

定理２　 设G 为群,则G ≅A６ 当且仅当:
􀃠|G|＝|A６|;
􀃡η(G)＝η(A６)．
证 　 当G ≅A６ 时,显然有:

|G|＝|A６|　　　η(G)＝η(A６)
　　 反之,若|G|＝|A６|＝３６０＝２３􀅰３２􀅰５,则

πe(G)⊇ {１,２,３,５}
又因

η(G)＝η(A６)＝５
所以πe(G)中只含一个合数,从而t(G)≥２．

假设G 是以A 为核B 为补的Frobenius群．则由Frobenius群的性质有:

(|A|,|B|)＝１　　　|B| (|A|－１)

这与|G|＝２３􀅰３２􀅰５矛盾．所以G 不是Frobenius群．
假设G 是２ＧFrobenius群,则由引理３知G 是可解群．于是G 中有３２􀅰５阶子群．由于３２􀅰５阶群是交

换群,所以１５∈πe(G),从而

πe(G)＝{１,２,３,５,１５}
由引理３有:

G＝ABC　　　|B|＝３２􀅰５　　　|A|􀅰|C|＝２３

这与AB 为Frobenius群矛盾．所以G 不是２ＧFrobenius群．
由引理１,G 有正规群列１◁— H◁—K◁—G,使得K/H 是非交换单群,H 和G/K 是π１ 群．由文献[４]以

及|K/H| |G|知K/H ≅A５ 或K/H ≅A６．
若K/H ≅A５,则

|H|􀅰|G/K|＝２􀅰３
由于 H 和G/K 均为π１ 群,所以２,３∈π１．又因t(G)≥２,π(G)＝{２,３,５},所以:

π１＝{２,３}　　　π２＝{５}
从而|H|＝１或|H|＝６．当|H|＝１时,由于t(G)≥２,所以CG(K)＝１,于是G ≲ Aut(K),这

与２３􀅰３２􀅰５⫮２３􀅰３􀅰５矛盾;当|H|＝６时,设P５ 为G 的５ＧSylow子群,因为P５ 无不动点地作用在

H 上,所以HP５ 是以H 为核P５ 为补的Frobenius群．从而H 是幂零群．由于H 幂零,所以H 的３ＧSylow
子群P３charH◁—G,从而P５ 无不动点地作用在P３ 上．因此P３P５ 是以P３ 为核P５ 为补的Frobenius群．

由Frobenius群的性质得５ (３－１),矛盾．
若K/H ≅A６,则 H ＝１,K ＝G,从而G ≅A６．
定理３　 设G 为群,则G ≅A７ 当且仅当:
􀃠|G|＝|A７|;
􀃡η(G)＝η(A７)．
证 　 当G ≅A７ 时,显然有:

|G|＝|A７|　　　η(G)＝η(A７)
反之,若|G|＝|A７|＝２５２０＝２３􀅰３２􀅰５􀅰７,则

πe(G)⊇ {１,２,３,５,７}
又因

η(G)＝η(A７)＝７
所以πe(G)中恰含２个合数,从而

t(G)≥２
　　 假设G 是以A 为核B 为补的Frobenius群．则由Frobenius群的性质有:
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(|A|,|B|)＝１　　　|B| (|A|－１)

由于

|G|＝２３􀅰３２􀅰５􀅰７
所以:

|B|＝３２　　　|A|＝２３􀅰５􀅰７
因A 是幂零的,所以１０,１４,３５∈πe(G),从而πe(G)中至少含有３个合数,这与πe(G)中只有２个合数矛

盾．所以G 不是Frobenius群．
假设G 是２ＧFrobenius群,则由引理３知G 是可解群,于是G 中有３２􀅰５,５􀅰７阶子群,但３２􀅰５,

５􀅰７阶群是交换群,所以１５,３５∈πe(G),从而

πe(G)＝{１,２,３,５,７,１５,３５}
由引理３有:

G＝ABC　　　|B|＝３２􀅰５􀅰７　　　|A|􀅰|C|＝２３

这与AB 是以A 为核的Frobenius群矛盾．所以G 不是２ＧFrobenius群．
由引理１,G 有正规群列１◁— H◁—K◁—G,使得K/H 是非交换单群,H 和G/K 是π１ 群．由文献[４]以

及|K/H| |G|知

K/H ≅A５,L２(７),A６,L２(８),A７

　　 若K/H ≅A５,则

|H|􀅰|G/K|＝２􀅰３􀅰７
由于 H 和G/K 均为π１ 群,所以２,３,７∈π１．又因t(G)≥２,

π(G)＝{２,３,５,７}
所以:

π１＝{２,３,７}　　　π２＝{５}
从而

CG/H (K/H)＝１
于是有

G/H ≲ Aut(K/H)
故

|G/H| |Aut(K/H)|
所以７∈π(H)．因为π２＝{５},所以G 的５ＧSylow子群P５ 无不动点地作用在H 上,从而HP５ 是以H 为

核P５ 为补的Frobenius群,因此H 是幂零群且|H|＝２１．由H 幂零知H 的７ＧSylow子群P７charH◁—G．
从而P５ 无不动点地作用在P７ 上,则P７P５ 是以P７ 为核P５ 为补的Frobenius群．由Frobenius群的性质

得５ (７－１),矛盾．
若K/H ≅A６,则

|H|􀅰|G/K|＝７
于是７∈π１,且|H|＝１,７．当|H|＝１时,由于

t(G)≥２
所以

CG(K)＝１
由N/C 定理有G ≲ Aut(K),这与２３􀅰３２􀅰５􀅰７⫮２５􀅰３２􀅰５矛盾;当|H|＝７时,G＝K,G/H ≅A６,
由于４∈πe(A６),所以４∈πe(G),从而

t(G)≥３
又因７∈π１,所以:

π１＝{２,７}　　　π２＝{３}　　　π３＝{５}
从而G 的５ＧSylow子群P５ 无不动点地作用在 H 上,因此 HP５ 是以 H 为核P５ 为补的Frobenius群,由
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Frobenius群的性质得５ (７－１),矛盾．
若K/H ≅L２(７),则

|H|􀅰|G/K|＝３􀅰５
由于 H,G/K 是π１ 群,所以３,５∈π１,从而:

π１＝{２,３,５}　　　π２＝{７}
因为４∈πe(L２(７)),所以４∈πe(G)．但πe(G)中只有２个合数,从而

t(G)≥３
这与π１＝{２,３,５},π２＝{７},t(G)＝２矛盾．

若K/H ≅L２(８),则

|H|􀅰|G/K|＝５
于是５∈π１,且|H|＝１,５．当|H|＝１时,由于

t(G)≥２
所以 CG(K)＝１
于是 G ≲ Aut(K)
这与２３􀅰３２􀅰５􀅰７⫮２３􀅰３３􀅰７矛盾;当|H|＝５时,G＝ K,G/H ≅L２(８),由于９∈πe(L２(８)),所

以９∈πe(G),于是t(G)≥３,又因５∈π１,所以:
π１＝{２,５}　　　π２＝{３}　　　π３＝{７}

从而G 的７ＧSylow子群P７ 无不动点地作用在 H 上,因此 HP７ 是以 H 为核P７ 为补的Frobenius群,由

Frobenius群的性质得７ (５－１),矛盾．
若K/H ≅A７,则 H ＝１,K ＝G,于是G ≅A７．定理３得证．
显然,交错群A１,A２,A３,A４ 可由其阶及元素的同阶类类数刻画．由定理１、定理２、定理３知A５,A６,

A７ 可由其阶及元素的同阶类类数刻画．因此有下面的问题:
问题 　 是否所有的交错群An 均可由其阶|An|及元素的同阶类类数η(An)刻画?
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Abstract:Inthispaper,wedemonstratethatthealternatinggroupsA５,A６andA７canbecharacterizedby
thegroups􀆳orderandthenumberofsameorderelements．Whengiventhegroups􀆳orderandthenumberof
sameorderelements,wecangettheprimegraphstructureofthegroupbyjudgingthesetoftheelements􀆳
orderswhichcontainsthenumberofthecompositenumbers,andthengetthestructureofthegroup．
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