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随机耗散CamassaＧHolm方程
随机吸引子的上半连续性①
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摘要:通过对带白噪音的随机耗散 CamassaＧHolm 方程解的一致估计,以及该解产生的随机动力系统在 H１
０ 空间

中存在随机吸引子,证明了吸引子的上半连续性．
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考虑带白噪音扰动的随机耗散CamassaＧHolm 方程模型:

du－duxx ＋(３uux －λ(uxx －uxxxx))dt＝(２uxuxx ＋uuxxx)dt＋εQdW(t) (１)

u(t０,x)＝u０(x)　　　x ∈I＝[０,L]　　　t＞０ (２)

u(t,０)＝u(t,L)　　　ux(t,０)＝ux(t,L)　　　uxx(t,０)＝uxx(t,L) (３)

方程(１)中,W(t)是定义在完备概率空间(Ω,F,P)上的双边实值的 Wiener过程,P 是 Wiener测度,

Ω＝{ω ∈C(R,Rm)|ω(０)＝０}

Q 是Rm →L２(I)上的有界线性算子,(Ω,F,P,θt)为距离动力系统．
文献[１]证明了确定系统解的存在唯一性及吸引子的存在性．文献[２－４]证明了方程在H１

０ 空间中存在

吸引子．在此基础上,本文运用文献[５－６]的相关结果,证明了方程在 H１
０ 空间中吸引子的上半连续性．

记

H ＝{u|u ∈L２(I),且(３)式成立}

V＝{u|u ∈ H１(I),且(３)式成立}
(,)和 ‖􀅰‖ 表示L２(I)空间的内积与范数,‖􀅰‖p 表示Lp(I)空间的范数,∇ 为一阶微分算子,

Au＝ －Δu 为二阶微分算子,A 是D(A)＝V ∩ H２(I)到 H 的同构．
定义三线性形式:

b(u,v,ω)＝(B(u,v),ω)＝∫I
u (∇v)ωdx　　　u,v,ω ∈V

其中B:V×V →V′．
利用Sobolev插值不等式,可得:

‖u‖∞ ≤ ２‖u‖
１
２ ‖ux‖

１
２ ≤ ２λ

－１
４
１ ‖ux‖＝β０‖ux‖　　　u ∈V (４)
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‖u‖２
４ ≤β１‖u‖

３
２ ‖ux‖

１
２ 　　　u ∈V (５)

定义算子Q:Rm →H,其中

Qx ＝∑
m

i＝１
xiϕi　　　x＝(x１,x２,􀆺,xm)∈Rm

ϕi ∈D(A)　　　i＝１,２,􀆺,m
方程(１)的 Wiener过程W(t)＝ω(t),即

ω(t)＝(W１(t),W２(t),􀆺,Wm(t))　　　t∈R
　　 设μ ＞０,考虑 OrnsteinＧUhlenbeck方程

dyi＋μyidt＝dWi(t)　　　i＝１,２,􀆺,m
设

z(t)＝(I＋A)－１Qy(t)

其中y(t)＝(y１(t),y２(t),􀆺,ym(t)),则有

dz＋dAz＋μ(z＋Az)dt＝QdW(t)

　　 因为ϕi ∈D(A),所以由(４)式及CauchyＧSchwatz不等式,同时考虑到y(t)关于t连续,可得:

‖z(t)‖∞ ＋‖zx(t)‖∞ ≤β２∑
m

i＝１
|yi(t)| (６)

‖z(t)‖２＋‖zx(t)‖２＋‖zxx(t)‖２＋‖zxxx(t)‖２＋‖zxxxx(t)‖２ ≤β３∑
m

i＝１
|yi(t)|２ (７)

sup
－１≤t≤０

{‖z(t)‖２＋‖zx(t)‖２＋‖zxx(t)‖２＋‖zxxx(t)‖２＋‖zxxxx(t)‖２}＜ ∞

记v＝u＋Au,且引入变量X(t)＝u(t)－εz(t),故方程(１)可转化为

d
dt

(X ＋AX)＋λA(X ＋AX)＋B(u,v)＋２B(v,u)＝εμz＋(εμ－ελ)Az－ελA２z (８)

　　 定义１　 令(Ω,F,P,(θt)t∈R)为距离动力系统,φε 为定义在度量空间(X,d)上的(B(R＋)×F×
B(X),B(X))可测的映射,其中φε:R＋×Ω×X →X,(t,ω,x)| →φε(t,ω)x,ε∈ (０,１]．若φε

满足:

􀃠φε(０,ω)＝id;

􀃡φε(t＋s,ω)＝φε(t,θsω)φε(s,ω),∀s,t∈R＋．
则称φε 是一个随机动力系统．当ε＝０时,系统就是一个确定性的系统,并且φ(t,ω)u０＝u(t,ω;t０,u０)．

定理１[２]　 与随机耗散 CamassaＧHolm 方程相关的随机动力系统在 H１
０(I)中有一个随机吸引子

Aε(w),Aε(w)是紧的不变集,且吸引 H１
０(I)中的所有有界集．

本文的主要结果为:

定理２　 若ε∈ (０,１],假定下列３个条件成立:

􀃠φε 在(０,１]内收敛,且当ε→０时,φε 收敛到φ;

􀃡Eε ＝Eε(w)w∈Ω 是φε 的随机吸收集,存在一个正数C,有

limsup
ε→０

‖Eε(w)‖ ≤C

　　􀃢 ∪
０＜ε≤１

Aε(w)在V 中是预紧的,其中A是动力系统φ 的一个全局吸引子．

则随机吸引子Aε 是上半连续的,即

lim
ε→０

dist(Aε(w),A)＝０

１　H１
０ 空间内解的一致估计

引理１　 假设λ ＞０,则存在t(ω,ρ)≤－１,只要t０ ≤t(ω,ρ),且 ‖u０‖V ≤ρ,则有:
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‖X(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２＋‖Xx(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２ ≤
C１＋εr１(ω)　　　t∈ [－１,０]

‖u(t,ω;t０,u０)‖２＋‖ux(t,ω;t０,u０)‖２ ≤C２＋εr２(ω)　　　t∈ [－１,０]

　　 证 　 设X(t)是方程(８)的解,让X(t)与方程(８)在空间 H 上作内积并化简,则有

１
２

d
dt

(‖X‖２＋‖Xx‖２)＋λ(‖Xx‖２＋‖Xxx‖２)＝

εb(v,u,z)－εb(u,z,v)＋(εμz＋(εμ－ελ)Az－ελA２z,X) (９)
应用 Hölder不等式、Young不等式、Sobolev插值不等式以及(４)式,可得:

|εb(u,z,v)|≤ε‖zx‖∞ ‖u‖‖v‖ ≤εβ２∑
m

i＝１
|yi(t)|‖u‖‖v‖ ≤

３２mεβ２
２

λ ∑
m

i＝１
|yi(t)|２‖X‖２＋

λ
８‖Xxx‖２＋２εβ２∑

m

i＝１
|yi(t)|‖X‖２＋

ελ
８‖zxx‖２＋ ２εβ２∑

m

i＝１
|yi(t)|＋

３２mεβ２
２

λ ∑
m

i＝１
|yi(t)|２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖z‖２ (１０)

|εb(v,u,z)|≤ ２β２∑
m

i＝１
|yi(t)|＋

３２mβ２
２

λ ∑
m

i＝１
|yi(t)|２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖zx‖２＋２β２∑

m

i＝１
|yi(t)|‖z‖２＋

λ
８‖Xxx‖２＋ε ２β２∑

m

i＝１
|yi(t)|＋

３２mβ２
２

λ ∑
m

i＝１
|yi(t)|２æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖Xx‖２＋

é

ë
êê

２β２∑
m

i＝１
|yi(t)|‖X‖２＋

λ
８‖zxx‖２ù

û
úú (１１)

|(εμz＋(εμ－ελ)Az－ελA２z,X)|≤
λ１λ
４ ‖X‖２＋

λ１λ
４ ‖Xx‖２＋

λ
８‖Xxx‖２＋ε(c１‖z‖２＋c２‖zx‖２＋c３‖zxx‖２) (１２)

联立(１０),(１１),(１２)式,令

f(t)＝８β２M１(t)＋
６４mβ２

２

λ M２(t)

并由Poincare不等式,有

d
dt

(‖X‖２＋‖Xx‖２)＋
λ１λ
２

(‖Xx‖２＋‖Xxx‖２)＋
λ
４‖Xxx‖２ ≤

εf(t)(‖X‖２＋‖Xx‖２)＋２εp１(t,ω) (１３)
其中:

M１(t)＝∑
m

i＝１
|yi(t)|　　　M２(t)＝∑

m

i＝１
|yi(t)|２

p１(t,ω)＝ ４β２M１(t)＋
３２mβ２

２

λ M２(t)＋c１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖z‖２＋(２β２M１(t)＋

３２mβ２
２

λ M２(t)＋c２)‖zx‖２＋ c３＋
λ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖zxx‖２

由(１３)式,并运用 Gronwall引理,当t０ ≤t∈ [－１,０]时,可以发现

‖X‖２＋‖Xx‖２ ≤

２c４exp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) (‖u(t０)‖２＋‖ux(t０)‖２)＋２c４εexp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) ‖z(t０)‖２＋
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２c４εexp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) ‖zx(t０)‖２＋２c４ε∫
０

－∞
p１(s,ω)exp∫

０

s
f(τ)dτ( )ds (１４)

其中c４＝exp
λ１λ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．由文献[２]知,对任意给定的ρ ＞０,选取t(ω,ρ)≤－１,当t０ ＜t(ρ,ω)时,有

exp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) (‖u(t０)‖２＋‖ux(t０)‖２)≤exp∫
０

t０

f(τ)dτ( )ρ２ ≤１ (１５)

由(１４),(１５)式,有

‖X(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２＋‖Xx(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２ ≤C１＋εr１(ω) (１６)

其中:

C１＝２c４＝２exp
λ１λ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

r１(ω)＝２c４sup
t０≤－１

exp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) ‖z(t０)‖２＋exp∫
t

t０

f(τ)dτ( ) ‖zx(t０)‖２[ ] ＋

２c４∫
０

－∞
p１(s,ω)exp∫

０

s
f(τ)dτ( )ds

‖u‖２＋‖ux‖２ ≤２C１＋ε[２r１(ω)＋２(‖z‖２＋‖zx‖２)]＝C２＋εr２(ω) (１７)

　　 引理２　 在引理１的假设下,存在随机半径r３(ω),r４(ω),r５(ω)＞０,使得:

∫
０

－１
‖Xxx(s,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２ds≤C３＋εr３(ω)

∫
０

－１
‖uxx(s,ω;t０,u０)‖２ds≤C４＋εr４(ω)

∫
０

－１
‖ux(s)‖２

４ds≤C５＋εr５(ω)

　　 证 　 由(１３)式知

λ
４‖Xxx‖２ ≤ε ８β２M１(t)＋

６４mβ２
２

λ M２(t)é

ë
êê

ù

û
úú (‖X‖２＋‖Xx‖２)＋２εp１(t,ω) (１８)

由Sobolev插值不等式和 Young不等式,有:

∫
０

－１
‖Xxx‖２ds≤

４C１

λ ＋ε λ
４∫

０

－１
８β２M１(t)＋

６４mβ２
２

λ M２(t)æ

è
ç

ö

ø
÷ (C１＋εr１(ω))dt＋∫

０

－１
p１(t,ω)dt＋

４
λr１(ω)é

ë
êê

ù

û
úú＝

C３＋εr３(ω) (１９)

∫
０

－１
‖uxx(s,ω;t０,u０)‖２ds≤２C３＋ε ４r３(ω)＋２∫

０

－１
‖zxx‖２ds[ ] ＝C４＋εr４(ω) (２０)

∫
０

－１
‖ux(s)‖２

４ds≤ (２C３＋c５C２)＋ε ２r３(ω)＋２∫
０

－１
‖zxx(s)‖２ds＋c５r２(ω)[ ] ＝

C５＋εr５(ω) (２１)

２　H２
０ 空间内解的一致估计

引理３　 在引理１的假设下,存在随机半径r６(ω),r７(ω)＞０,使得:

‖Xxx(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２ ≤C６＋εr６(ω)

‖uxx(t,ω;t０,u０－εz(t０,ω))‖２ ≤C７＋εr７(ω){ 　　　t∈ [－１,０]

　　 证 　 让－Xxx 与方程(８)作内积并化简,则有

１
２

d
dt

(‖Xx‖２＋‖Xxx‖２)＋λ(‖Xxx‖２＋‖Xxxx‖２)＝
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３b(u,u,uxx)－
３
２b

(uxx,u,uxx)－

ε[b(u,v,zxx)＋２b(v,u,zxx)]－ε(μz＋(μ－ε)Az－ελA２z,Xxx) (２２)

运用 Hölder不等式和 Young不等式进行估计,可以得到:

３|b(u,u,uxx)|≤ ‖uxx‖２＋９‖ux‖２
４‖u‖２

４ (２３)

３
２|b(uxx,u,uxx)|≤

λ
８‖Xxxx‖２＋

λε
８‖zxxx‖２＋c６‖uxx‖２‖ux‖

４
３ (２４)

|εb(u,v,zxx)＋２εb(v,u,zxx)|＝
ε|３b(u,u,zxx)＋b(u,uxx,zxx)＋２b(uxx,u,zxx)|≤
λ
８‖Xxxx‖２＋‖uxx‖２＋‖u‖２

４‖ux‖２
４ ＋４ε‖ux‖２

４‖zxx‖２
４ ＋

１６ε
λ ‖u‖２

４‖zxx‖２
４ ＋

λε
８‖zxxx‖２＋９ε‖zxx‖２ (２５)

ε(μz＋(μ－λ)Az－εA２z,Xxx)＝εμ(z,Xxx)＋(εμ－ελ)(zxx,Xxx)＋ε(zxxx,Xxx)≤
λ
４‖Xxxx‖２＋

λ
２‖Xxx‖２＋

４μ２ε
λ ‖z‖２＋

４(μ－λ)２ε
λ ‖zxx‖２＋４λε‖zxxx‖２ (２６)

将(２３),(２４),(２５),(２６)式代入(２２)式,可得

d
dt

(‖Xx‖２＋‖Xxx‖２)＋λ(‖Xxx‖２＋‖Xxxx‖２)≤

４‖uxx‖２＋２０‖u‖２
４‖ux‖２

４ ＋２c６‖uxx‖２‖ux‖
４
３ ＋

８ε‖u‖２
４‖zxx‖２

４ ＋
１６ε
λ ‖u‖２

４‖zxx‖２
４ ＋２εp２(t,ω) (２７)

其中

p２(t,ω)＝
１７λ
４ ‖zxxx‖２＋

４(μ－λ)２＋９λ
λ ‖zxx‖２＋

４μ２

λ ‖z‖２

对(２７)式两边从s到t(－１≤s≤t≤０)进行积分,并由Sobolev插值不等式、Young不等式、(４)式以及

引理１,有

‖Xx(t)‖２＋‖Xxx(t)‖２ ≤４[C４＋εr４(ω)]＋２０β１(C２＋εr２(ω))(C５＋εr５(ω))＋

２c６(C２＋εr２(ω))(C４＋εr４(ω))＋‖Xx(s)‖２＋‖Xxx(s)‖２＋

８(C５＋εr５(ω))sup
－１≤t≤０

‖zxx(t)‖２
４ ＋

３２ε
λβ１(C１＋εr１(ω))∫

０

－１
‖zxx(τ)‖２

４dτ (２８)

对s在区间[－１,０]上进行积分,有:

‖Xxx(t)‖２ ≤C６＋εr６(ω) (２９)

C６＝４C４＋２０β１C２C５＋２c６C２C４＋８C５ sup
－１≤t≤０

‖zxx(t)‖２
４ ＋

３２β１C１

λ ∫
０

－１
‖zxx(t)‖２

４dt＋C１＋C３

r６(ω)＝４r４(ω)＋２０β１[r２(ω)＋r５(ω)＋r２(ω)r５(ω)]＋２c６[r２(ω)＋r４(ω)＋r２(ω)r４(ω)]＋

８ sup
－１≤t≤０

‖zxx(t)‖２
４r５(ω)＋

３２β１

λ∫
０

－１
‖zxx(t)‖２

４dt
æ

è
ç

ö

ø
÷r１(ω)＋r１(ω)＋r３(ω)＋２∫

０

－１
p(τ,ω)dτ

‖uxx(t)‖２＝‖Xxx ＋εzxx‖ ≤ ‖Xxx‖２＋ε‖zxx‖２ ≤C７＋εr７(w) (３０)
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３　 系统的收敛性

引理４　 假设ε∈ (０,１],uε 和u分别是方程(１)和ε＝０时方程(１)的解,对应的初始值分别为uε
０ 和

u０．若ε→０时,‖uε
x,０－ux,０‖ →０,则对几乎处处的ω ∈Ω,t∈ [－１,０],有

lim
ε→０

‖uε(t,ω,uε
０)－u(t,u０)‖＝０

　　 证 　 令R＝X －u＝uε －εz－u,则R＋εz＝uε －u．又因:

duε －duε
xx ＋(３uεuε

x －λ(uε
xx －uε

xxxx))dt＝(２uε
xuε

xx ＋uεuε
xxx)dt＋εQdW(t) (３１)

du－duxx ＋(３uux －λ(uxx －uxxxx))dt＝(２uxuxx ＋uuxxx)dt (３２)
等式两边与R 作内积,并根据三线性形式的定义得:

１
２

d
dt

(‖R‖２＋‖Rx‖２)＋λ(‖Rx‖２＋‖Rxx‖２)＝

(εμz＋(εμ－ελ)Az－εA２z,R)＋
b(R,R,vε)－b(v,R,R)＋
b(u,R,R)－b(R,uε,R)＋b(u,R,AR)－b(AR,uε,R)＋
εb(z,R,vε)＋εb(u,R,z)＋εb(u,R,Az)－εb(v,z,R)－
εb(z,uε,R)－εb(Az,uε,R) (３３)

‖b(R,R,vε)－b(v,R,R)‖ ≤β０(２C２＋２C７＋εr２(w)＋εr７(w))‖Rx‖２ (３４)

‖b(u,R,R)－b(R,uε,R)‖ ≤

β０ λ１ (C２＋εr２(w))‖Rx‖２＋β０(C７＋εr７(w))‖R‖２ (３５)

‖b(u,R,AR)－b(AR,uε,R)‖ ≤
λ
２‖Rxx‖２＋

λ
４

(C２＋εr２(w))‖Rx‖２＋

λ
４

(C７＋εr７(w))‖R‖２ (３６)

‖εb(z,R,vε)＋εb(u,R,z)＋εb(u,R,Az)－εb(v,z,R)－εb(z,uε,R)－εb(Az,uε,R)‖ ≤
ε[２β２M１(t)＋β３M２(t)][‖R‖２＋‖Rx‖２]＋εβ２M１(t)[２C２＋２C７＋εr２(w)＋εr７(w)]＋
εβ２M１(t)[２C２＋εr２(w)]＋εβ０[C２＋C７＋εr２(w)＋εr７(w)] (３７)

‖(εμz＋(εμ－ελ)Az－εA２z,R)‖ ≤
λ
２‖Rxx‖２＋

λε
２

(‖Rx‖２＋‖R‖２)＋ε[c７‖z‖２＋c８‖zx‖２＋c９‖zxx‖２] (３８)

联立(３３),(３４),(３５),(３６),(３７),(３８)式得

d
dt

(‖R‖２＋‖Rx‖２)≤p２(t,w)(‖R‖２＋‖Rx‖２)＋εp３(t,w) (３９)

其中:

p２(t,w)＝２ β０ λ１ ＋
λ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ (C２＋εr２(w))＋β０(C２＋εr２(w)＋C７＋εr７(w))＋

é

ë
êê

β０＋
λ
４

æ

è
ç

ö

ø
÷ (C７＋εr７(w))＋ελ＋ε(２β２M１(t)＋β３M２(t))ù

û
úú

p３(t,w)＝２β２M１(t)[２C２＋２C７＋εr２(w)＋εr７(w)]＋２β２M１(t)[２C２＋εr２(w)]＋

２β０[C２＋C７＋εr２(w)＋εr７(w)]＋２(c７‖z‖２＋c８‖zx‖２＋c９‖zxx‖２)
由 Gronwall引理,当t０ ≤t∈ [－１,０]时,有

‖R‖２＋‖Rx‖２ ≤exp∫
t

t０

p２(τ,w)dτ( ) (‖R(t０)‖２＋‖R(t０)‖２)＋
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ε∫
t

t０

p３(s,w)exp∫
t

s
p２(τ,w)dτ( )ds≤

C８(‖u０－uε
０‖＋‖ux,０－uε

x,０‖＋ε‖z(t０)‖＋ε‖zx(t０)‖)＋

εC９ →０　　　ε→０ (４０)

故 ‖R‖２ →０(ε→０),则

‖uε －u‖２＝‖R＋εz‖２ ≤ ‖R‖２＋ε‖z‖２ →０　　　ε→０ (４１)

　　 定理２的证明

由引理１、引理２、引理３、引理４知,定理２成立．
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