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摘要:在凸度量空间中,对两个广义渐进拟非扩张映射族引入了带误差的隐式迭代序列,在一定条件下证明了该

迭代序列是柯西列,并收敛到其某个公共不动点．
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设N表示自然数集,N ∈N,J＝{１,２,,N},F(T)表示T 的不动点集,

F＝∩
N

j＝１
(F(Tj)∩F(Sj))

表示两个有限映射族{Tj:j∈J}和{Sj:j∈J}的公共不动点集．
定义１　 设(X,d)为度量空间,映射W:X４×[０,１]４ →X．如果对于任意

(x,y,z,v;a,b,c,e )∈X４×[０,１]４

且

a＋b＋c＋e＝１　　　u ∈X
有

d(W(x,y,z,v;a,b,c,e),u)≤ad(x,u)＋bd(y,u)＋cd(z,u)＋ed(v,u)
则称映射W 为凸结构．如果度量空间(X,d)具有凸结构,则称(X,d)为凸度量空间．

令E 为X 的一个非空子集,如果对任意(x,y,z,v)∈E４,(a,b,c,e)∈ [０,１]４,且a＋b＋c＋e＝１,
都有W(x,y,z,v;a,b,c,e)∈E,则称E 为凸子集．

注１　 任一Banach空间都能成为凸度量空间,但凸度量空间不完全是Banach空间．
定义２　 设(X,d,W)为凸度量空间,任意x ∈X,p ∈F(T),如果存在{ωn},{en}⊂ [０,∞),且:

lim
n→∞

wn ＝０　　　lim
n→∞

en ＝０

使得

d(Tnx,p)≤ (１＋wn)d(x,p)＋en

则称T 为广义渐进拟非扩张映射．
２００２年,文献[１]在Banach空间中,对渐进非扩张映射引入了一个三步迭代序列:

xn＋１＝(１－αn)xn ＋αnTnyn

yn ＝(１－βn)zn ＋βnTnzn

zn ＝(１－γn)xn ＋γnTnxn

ì

î

í

ï
ï

ïï
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　　２００７年,文献[２]在Banach空间中,对一个广义渐进非扩张映射族引入隐式迭代序列{xn}:

xn ＝αnxn－１＋(１－αn)Tk
jxn

其中n＝(k－１)N ＋j(j∈J)．
２０１２年,文献[３]在凸度量空间中对两个有限渐进拟非扩张映射族引入了隐式迭代序列{xn}:

xn ＝W(xn－１,Sk
jxn,Tk

jxn;αn,βn,γn)
其中:n＝(k－１)N ＋j(j∈J);{αn},{βn},{γn}⊆ [０,１];对任意n∈N,有αn ＋βn ＋γn ＝１．并证明

了该序列收敛到两个有限渐进拟非扩张映射族的某个公共不动点．
本文在以上结论的基础上,对两个广义渐进拟非扩张映射族引入新的带误差的三步迭代序列,定义如

下:
定义３　 设(X,d,W)为具有凸结构W 的凸度量空间．Tj,Sj:X →X 是两个广义渐进拟非扩张映

射族,其中j∈J．对任意给定的x０ ∈X,定义带误差的隐式迭代如下:

xn ＝W(xn－１,Sk
jyn,Tk

jyn,un;αn,βn,γn,cn)

yn ＝W(xn－１,Sk
jzn,Tk

jzn,vn;α′
n,β′

n,γ′
n,c′

n)

zn ＝W(xn－１,Sk
jxn,Tk

jxn,mn;α″
n,β″

n,γ″
n,c″

n)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

其中n＝(k－１)N ＋j(j∈J);{un},{vn},{mn}是E 中的有界序列;

∑
∞

i＝１
cn ＜＋∞　　　∑

∞

i＝１
c′

n ＜＋∞　　　∑
∞

i＝１
c″

n ＜＋∞

且{αn},{βn},{γn},{cn},{β′
n},{γ′

n},{c′
n},{α″

n},{β″
n},{γ″

n},{c″
n}⊆ [０,１];对任意n ∈N,有

αn ＋βn ＋γn ＋cn ＝α′
n ＋β′

n ＋γ′
n ＋c′

n ＝α″
n ＋β″

n ＋γ″
n ＋c″

n ＝１
　　 本文在一定条件下证明了迭代序列(１)是柯西列,并收敛到Tj 和Sj 的某个公共不动点．此结果是文献

[１－４]的统一和推广．
引理１　 设(X,d,W)为凸度量空间,{Tj:j∈J}和{Sj:j∈J}是两个广义渐进拟非扩张映射

族,且

F＝∩
N

j＝１
(F(Tj)∩F(Sj))≠Ø

则对任意x ∈X,j∈J,p ∈F,存在{ωn},{en}⊂ [０,∞),且:

lim
n→∞

wn ＝０　　　lim
n→∞

en ＝０

使得:

d(Tn
jx,p)≤ (１＋wn)d(x,p)＋en

d(Sn
jx,p)≤ (１＋wn)d(x,p)＋en

　　 证 　 因为Tj,Sj:X →X (j∈J)是广义渐进拟非扩张映射族,则存在pj ∈F(Tj),ujn,ajn ⊂ [０,

∞),且:

lim
n→∞

ujn ＝０　　　lim
n→∞

ajn ＝０

使得

d(Tn
jx,pj)≤ (１＋ujn)d(x,pj)＋ajn

令:

un ＝max{u１n,u２n,,ujn,,uNn}

an ＝max{a１n,a２n,,ajn,,aNn}
则有{un},{an}∈ [０,∞),lim

n→∞
un ＝０,lim

n→∞
an ＝０．又因为F ≠Ø,所以存在p ∈F,使得

d(Tn
jx,p)≤ (１＋ujn)d(x,p)＋ajn ≤ (１＋un)d(x,p)＋an

同理对Sj,同样存在{vn},{bn}⊂ [０,∞),且

lim
n→∞

vn ＝０　　　lim
n→∞

bn ＝０

使得
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d(Sn
jx,p)≤ (１＋vn)d(x,p)＋bn

再令:

ωn ＝max{un,vn}　　　en ＝max{an,bn}
故:

d(Tn
jx,p)≤ (１＋wn)d(x,p)＋en

d(Sn
jx,p)≤ (１＋wn)d(x,p)＋en

　　 引理２[５]　{an},{bn}和{cn}均为非负数列,且满足:

∑
∞

i＝１
bn ＜＋∞　　　∑

∞

i＝１
cn ＜＋∞　　　an＋１ ≤ (１＋bn)an ＋cn

则:

lim
n→∞

an 存在;

 如果liminf
n→∞

an ＝０,则lim
n→∞

an ＝０．

定理１　 设(X,d,W)是凸度量空间,Tj,Sj:X →X 是两个广义渐进拟非扩张映射族,其中j∈J．

设:F ≠Ø,且F 是闭集;x０ ∈X,s∈ ０,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;βn,β′

n,β″
n ⊂ (s,１－s);

∑
∞

k＝１
ωk ＜ ∞　　　∑

∞

k＝１
ek ＜ ∞　　　∑

∞

n＝１
γn ＜ ∞　　　∑

∞

n＝１
γ′

n ＜ ∞　　　∑
∞

n＝１
γ″

n ＜ ∞

若{xn}由序列(１)所定义,且lim
n→∞

d(xn,F)＝０,其中d(xn,F)＝inf{d(x,p):p∈F},则{xn}是柯西

数列．
证 　 设p ∈F,由序列(１)和引理１可知

d(xn,p)＝d(W(xn－１,Sk
jyn,Tk

jyn,un;αn,βn,γn,cn),p)≤
αnd(xn－１,p)＋βnd(Sk

jyn,p)＋γnd(Tk
jyn,p)＋cnd(un,p)≤

αnd(xn－１,p)＋βn[(１＋ωk)d(yn,p)＋ek]＋
γn[(１＋ωk)d(yn,p)＋ek]＋cnd(un,p)≤
αnd(xn－１,p)＋(βn ＋γn ＋２ωk)d(yn,p)＋(βn ＋γn)ek ＋cnd(un,p) (２)

同理可得:

d(yn,p)≤α′
nd(xn－１,p)＋(β′

n ＋γ′
n ＋２ωk)d(zn,p)＋(β′

n ＋γ′
n)ek ＋c′

nd(vn,p) (３)

d(zn,p)≤α″
nd(xn－１,p)＋(β″

n ＋γ″
n ＋２ωk)d(xn,p)＋(β″

n ＋γ″
n)ek ＋c″

nd(mn,p) (４)
把(３)式和(４)式带入(２)式,得

d(xn,p)≤ [αn ＋α′
n(βn ＋γn ＋２ωk)＋α″

n(βn ＋γn ＋２ωk)(β′
n ＋γ′

n ＋２ωk)]d(xn－１,p)＋
(βn ＋γn ＋２ωk)(β′

n ＋γ′
n ＋２ωk)(β″

n ＋γ″
n ＋２ωk)d(xn,p)＋

[(βn ＋γn)＋(βn ＋γn ＋２ωk)(β′
n ＋γ′

n)＋(βn ＋γn ＋２ωk)(β′
n ＋γ′

n ＋２ωk)(β″
n ＋γ″

n)]ek ＋
cnd(un,p)＋c′

n(βn ＋γn ＋２ωk)d(vn,p)＋
c″

n(βn ＋γn ＋２ωk)(β′
n ＋γ′

n ＋２ωk)d(mn,p) (５)
因为:

lim
n→∞

γn ＝０　　　lim
n→∞

cn ＝０

则分别存在n１,n２ ∈N:当n ＞n１ 时,有γn ≤
s
４

;当n ＞n２ 时,有cn ≤
s
４．又因为

βn,β′
n,β″

n ⊂ (s,１－s)
从而:

αn ＝１－βn －γn －cn ≥１－(１－s)－
s
４－

s
４＝

s
２

αn ＝１－βn －γn －cn ≤１－s－０－０＝１－s
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即

αn ⊂
s
２

,１－sé

ë
êê

ù

û
úú

同理可得:

α′
n ⊂

s
２

,１－sé

ë
êê

ù

û
úú 　　　α″

n ⊂
s
２

,１－sé

ë
êê

ù

û
úú

由(５)式整理可得

d(xn,p)≤d(xn－１,p)＋
(１－αn ＋２ωk)(１＋４ωk ＋４ω２

k －２α′
nωk)＋αn －１

αn ＋α′
n(１－αn ＋２ωk)＋α″

n(１－αn ＋２ωk)(１－α′
n ＋２ωk)d

(xn,p)＋Mn－１ ≤

d(xn－１,p)＋
(１－αn ＋２ωk)＋２ωk(１－αn ＋２ωk)(２＋２ωk －α′

n)＋αn －１
αn ＋α′

n(１－αn ＋２ωk)＋α″
n(１－αn ＋２ωk)(１－α′

n ＋２ωk)d(xn,p)＋Mn－１ ≤

d(xn－１,p)＋
２ωk ＋２ωk(１－αn ＋２ωk)(２＋２ωk －α′

n)
αn ＋α′

n(１－αn ＋２ωk)＋α″
n(１－αn ＋２ωk)(１－α′

n ＋２ωk)d
(xn,p)＋Mn－１ ≤

d(xn－１,p)＋
２ωk[(３－αn)(４－α′

n)＋１]
αn ＋α′

n(１－αn)＋α″
n(１－αn)(１－α′

n)d
(xn,p)＋Mn－１ ≤

d(xn－１,p)＋
[(s－７)２＋３]ωk

s＋s２＋s３ d(xn,p)＋Mn－１ (６)

其中

Mn－１＝
[(１－αn)＋(１－αn ＋２ωk)(１－α′

n)＋(１－αn ＋２ωk)(１－α′
n ＋２ωk)(１－α″

n)]ek

αn ＋α′
n(１－αn ＋２ωk)＋α″

n(１－αn ＋２ωk)(１－α′
n ＋２ωk) ＋

cnd(un,p)＋c′
n(１－αn ＋２ωk)d(vn,p)＋c″

n(１－αn ＋２ωk)(１－α′
n ＋２ωk)d(mn,p)

αn ＋α′
n(１－αn ＋２ωk)＋α″

n(１－αn ＋２ωk)(１－α′
n ＋２ωk)

又因为

lim
k→∞

ωk ＝０

则存在n３ ∈N,当k＞n３ 时,有

ωk ≤
s＋s２＋s３

２[(s－７)２＋３]
令

Δk ＝
[(s－７)２＋３]ωk

s＋s２＋s３－[(s－７)２＋３]ωk

则有:

Δk ≤
[２(s－７)２＋６]ωk

s＋s２＋s３

∑
∞

k＝１
Δk ≤ ∑

∞

k＝１

[２(s－７)２＋６]ωk

s＋s２＋s３ ＜ ∞

由(６)式得

d(xn,p)≤ １＋
[(s－７)２＋３]ωk

s＋s２＋s３－[(s－７)２＋３]ωk
{ }d(xn－１,p)＋Ln－１ ≤

(１＋Δk)d(xn－１,p)＋Ln－１ (７)
其中

Ln－１＝
s＋s２＋s３

s＋s２＋s３－[(s－７)２＋３]ωk
Mn－１

对任意p ∈F,m,n ∈N,令A＝exp ∑
∞

k＝１
Δk{ } ＜ ∞,由(７)式有

d(xm＋n,p)≤ (１＋Δk)d(xm＋n－１,p)＋Lm＋n－１ ≤
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(１＋Δk)(１＋Δk)d(xm＋n－２,p)＋(１＋Δk)(Lm＋n－１＋Lm＋n－２)≤  ≤

exp ∑
∞

k＝１
Δk{ }d(xn,p)＋exp ∑

∞

k＝１
Δk{ } ∑

m＋n－１

k＝n
Lk ＝

Ad(xn,p)＋A ∑
m＋n－１

k＝n
Lk

因为:

lim
n→∞

d(xn,F)＝０　　　∑
∞

k＝１
Lk ＜ ∞

则对任意ε＞０,存在n４ ∈N,当n ＞n４ 时,有:

d(xn,F)＜
ε

２(A＋１)　　　 ∑
m＋n－１

k＝n
Lk ＜

ε
２A

所以对任意m,n ≥n４,存在q∈F,使得

d(xm＋n,xn)≤d(xm＋n,q)＋d(xn,q)≤

(A＋１)d(xn,q)＋A ∑
m＋n－１

k＝n
Lk ＜

(A＋１) ε
２(A＋１)＋A ε

２A ＝ε

故{xn}是柯西列．
注２　 定理１中:若en＝０,zn＝yn＝xn,un＝０,Tk

j＝Sk
j,则可得文献[２]中的结论;若en＝０,zn＝

yn ＝xn,un ＝０,则可得文献[３]中的结论;若Tk
j ＝Sk

j,zn ＝yn,un ＝０,则可得文献[４]中的结论．
定理２　 设(X,d,W)是凸度量空间,Tj,Sj:X →X 是两个广义渐进拟非扩张映射族,其中j∈

J．设:F ≠Ø,且F 是闭集;x０ ∈X,s∈ ０,１
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ;βn,β′

n,β″
n ⊂ (s,１－s);

∑
∞

k＝１
ωk ＜ ∞　　　∑

∞

k＝１
ek ＜ ∞　　　∑

∞

n＝１
γn ＜ ∞　　　∑

∞

n＝１
γ′

n ＜ ∞　　　∑
∞

n＝１
γ″

n ＜ ∞

若{xn}由序列(１)所定义,且

lim
n→∞

d(xn,F)＝０

其中d(xn,F)＝inf{d(x,p):p ∈F},则:

 如果{xn}收敛于F 中的唯一一点,则

liminf
n→∞

d(xn,F)＝limsup
n→∞

d(xn,F)＝０

　　 如果X 是完备的,且liminf
n→∞

d(xn,F)＝０,则{xn}收敛于F 中的唯一一点．

证 　 设p∈F,因为{xn}收敛于p,所以对任意ε＞０,存在n０ ∈N,当n≥n０ 时,有d(xn,

p)＜ε．又由p ∈F 和下确界的定义可知,对任意n ≥n０,有d(xn,F)＜ε．所以

lim
n→∞

d(xn,F)＝０

故

liminf
n→∞

d(xn,F)＝limsup
n→∞

d(xn,F)＝０

　　 设

liminf
n→∞

d(xn,F)＝０

则由引理２知

lim
n→∞

d(xn,F)＝０

由定理１和X 的完备性可得

lim
n→∞

xn ＝q　　　q∈X
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又因为F 是闭的,则

lim
n→∞

d(xn,F)＝０　　　q∈F

所以q是{Tj:j∈J}和{Sj:j∈J}的公共不动点,即{xn}收敛于F 中的唯一一点．
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