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摘要:将改进的带有４个自映象的弱(ψ,ϕ)压缩映象引入到偏矩度量空间中,证明了此映象在该空间中的公共不动

点定理．该结果改进和推广了近期的相关结果．
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度量空间在研究过程中已被推广为许多其它形式的度量空间．文献[１]给出了度量空间的定义;文献

[２]用四角不等式代替三角不等式,定义了广义(矩)度量空间;文献[３]定义了偏度量空间;文献[４]结合

偏度量和矩度量的定义,给出了偏矩度量空间和该空间中的序列收敛以及空间完备的定义．
文献[５]定义了(ϕ)压缩映象;文献[６]定义了弱(ϕ)压缩映象;文献[７]在模糊度量空间中定义了广

义压缩映象．这类压缩映象在许多空间中被研究并得到推广,文献[８]将这类压缩映象推广为弱(ψ,ϕ)压

缩映象．
本文首先证明了文献[４]中介绍的偏矩度量空间的一个特殊性质,其次将弱(ψ,ϕ)压缩映象改进,证

明了该映象在此空间中公共不动点的存在及唯一性定理．

１　 预备知识

定义１[４]　 设X 是一非空集合,映射ρ:X ×X →R．如果对于任意的x,y ∈X,不同的z,w ∈
X\{x,y},满足:

ρ(x,y)≥０;

ρ(x,y)＝ρ(x,x)＝ρ(y,y)当且仅当x＝y;

ρ(x,x)≤ρ(x,y);

ρ(x,y)＝ρ(y,x);

ρ(x,y)≤ρ(x,z)＋ρ(z,w)＋ρ(w,y)－ρ(z,z)－ρ(w,w)．
则称ρ 是X 的偏矩度量,称(X,ρ)是偏矩度量空间．

定义２[４]　 设(X,ρ)是偏矩度量空间,{xn}是X 中的一个序列,那么:

 如果存在x ∈X,使得lim
n→∞

ρ(xn,x)＝ρ(x,x),则称{xn}收敛于x;

 如果lim
n,m→∞

ρ(xn,xm)存在且有限,则称{xn}是柯西列;
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 如果对X 中任意柯西列{xn},都存在x ∈X,使得

lim
n,m→∞

ρ(xn,xm)＝lim
n→∞

ρ(xn,x)＝ρ(x,x)

则称偏矩度量空间(X,ρ)是完备的．
定义３[８]　 设Ψ 表示所有映射ψ:[０,∞) → [０,∞),且满足:

ψ 是连续的;

ψ(t)＝０当且仅当t＝０．
引理１[８]　 设X 是非空集合,f,g,R,S 是X 到X 的４个自映象．若映象对(f,S)和(g,R)有唯一

的重合点,且分别弱相容,那么f,g,R,S 有唯一公共不动点(重合点即是公共不动点)．
证 　 设z∈X 是映象对(f,S)和(g,R)的重合点,那么存在w ∈X,使得w＝fz＝Sz．因为(f,S)

弱相容,所以Sfz＝fSz,即有Sw＝fw,从而z,w ∈X 均为重合点．又因为重合点是唯一的,所以w＝z,
也即z＝fz＝Sz．同理可证z＝gz＝Rz．因此,z∈X 是f,g,R,S 的唯一公共不动点．

引理２　 设(X,ρ)是偏矩度量空间,{yk}是X 中的序列,若有

lim
k→∞

ρ(yk,yk＋１)＝０

那么对于任意的n,m,p,q∈N＋,且n ≠m,p ≠q,有

lim
n,m→∞

ρ(y２n,y２m)＝lim
p,q→∞

ρ(y２p＋１,y２q＋１)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

　　 证 　 因为偏矩度量空间中ρ(x,x)≤ρ(x,y),所以

lim
k→∞

ρ(yk,yk)≤lim
k→∞

ρ(yk,yk＋１)＝０

首先,对于ρ(y２n,y２n＋２)和ρ(y２n－１,y２n＋１),由定义１,有:

ρ(y２n,y２n＋２)≤ρ(y２n,y２n－１)＋ρ(y２n－１,y２n＋１)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)－

ρ(y２n－１,y２n－１)－ρ(y２n＋１,y２n＋１)

ρ(y２n－１,y２n＋１)≤ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)－

ρ(y２n,y２n)－ρ(y２n＋２,y２n＋２)
令n → ∞,可得:

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)≤lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋１)

lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋１)≤lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

所以

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)＝lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋１)

其次,对于ρ(y２n,y２n＋２)和ρ(y２n－１,y２n＋３),有:

ρ(y２n,y２n＋２)≤ρ(y２n,y２n－１)＋ρ(y２n－１,y２n＋３)＋ρ(y２n＋３,y２n＋２)－

ρ(y２n－１,y２n－１)－ρ(y２n＋３,y２n＋３)

ρ(y２n－１,y２n＋３)≤ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n,y２n＋２)＋ρ(y２n＋２,y２n＋３)－

ρ(y２n,y２n)－ρ(y２n＋２,y２n＋２)
令n → ∞,可得:

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)≤lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋３)

lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋３)≤lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

因此,

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)＝lim
n→∞

ρ(y２n－１,y２n＋３)

再次,对于ρ(y２n,y２n＋２)和ρ(y２n－２,y２n＋４),两次利用定义１,有:

ρ(y２n,y２n＋２)≤ρ(y２n,y２n－１)＋ρ(y２n－１,y２n＋３)＋ρ(y２n＋３,y２n＋２)－

ρ(y２n－１,y２n－１)－ρ(y２n＋３,y２n＋３)≤

ρ(y２n,y２n－１)＋ρ(y２n＋２,y２n＋３)＋ρ(y２n－２,y２n－１)＋

ρ(y２n－２,y２n＋４)＋ρ(y２n＋４,y２n＋３)－ρ(y２n－１,y２n－１)－
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ρ(y２n＋１,y２n＋１)－ρ(y２n－２,y２n－２)－ρ(y２n＋４,y２n＋４)

ρ(y２n－２,y２n＋４)≤ρ(y２n－２,y２n－１)＋ρ(y２n－１,y２n＋３)＋ρ(y２n＋３,y２n＋４)－

ρ(y２n－１,y２n－１)－ρ(y２n＋３,y２n＋３)≤

ρ(y２n,y２n－１)＋ρ(y２n＋３,y２n＋４)＋ρ(y２n－１,y２n)＋

ρ(y２n,y２n＋２)＋ρ(y２n＋２,y２n＋３)－ρ(y２n－１,y２n－１)－

ρ(y２n＋３,y２n＋３)－ρ(y２n,y２n)－ρ(y２n＋２,y２n＋２)
令n → ∞,可得:

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)≤lim
n→∞

ρ(y２n－２,y２n＋４)

lim
n→∞

ρ(y２n－２,y２n＋４)≤lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

因此,

lim
n→∞

ρ(y２n－２,y２n＋４)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

依此类推,对于下标差为偶数的yp,yq,有限次利用定义１,同样可以得到

lim
p,q→∞

ρ(yp,yq)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

因此,对于任意的n,m,p,q∈N＋,且n ≠m,p ≠q,有

lim
n,m→∞

ρ(y２n,y２m)＝lim
p,q→∞

ρ(y２p＋１,y２q＋１)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)

２　 主要结果

定理１　 设(X,ρ)是偏矩度量空间,４个自映象f,g,R,S:X →X 满足:f(X)⊆R(X),g(X)⊆
S(X),其中R(X)和S(X)是X 中的完备子集．对于ψ,ϕ ∈Ψ,且ψ 是非减的,有

ψ(ρ(fx,gy))≤ψ(M(x,y))－ϕ(M(x,y)) (１)
成立,其中

M(x,y)＝maxρ(Sx,Ry),ρ(Sx,fx),ρ(Ry,gy),ρ(Rg－１Sx,gy)＋ρ(Ry,fx)
３{ }

若映象对(f,S)和(g,R)分别弱相容,且f,g是相对弱增的,则映象对(f,S)和(g,R)有唯一重合点,
且f,g,R,S 有唯一公共不动点z,满足ρ(z,z)＝０．

证 　 对于任意x０ ∈X,由f(X)⊆R(X),g(X)⊆S(X),定义序列{xn},{yn}如下:

y２n＋１＝Rx２n＋１＝fx２n

y２n＋２＝Sx２n＋２＝gx２n＋１
{ (２)

因为f,g是相对弱增的,假设Rx１＝fx０ ≤gfx０＝gx１＝Sx２．因此,对于任意的n≥０,Rx２n＋１ ≤Sx２n＋２．
步骤１　 证明lim

k→∞
ρ(yk,yk＋１)＝０．

特别地,证明当k＝２n 时,有

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

或者

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n－１)＝０

当k＝２n 时,由(１)式,有

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))＝ψ(ρ(fx２n,gx２n＋１))≤ψ(M(x２n,x２n＋１))－ϕ(M(x２n,x２n＋１)) (３)
其中

M(x２n,x２n＋１)＝

max{ρ(Sx２n,Rx２n＋１),ρ(Sx２n,fx２n),ρ(Rx２n＋１,gx２n＋１),ρ
(Rg－１Sx２n,gx２n＋１)＋ρ(Rx２n＋１,fx２n)

３ }＝

maxρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２),ρ
(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)

３{ }＝
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maxρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２),ρ
(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)

３{ } (４)

若序列{yn}中存在相邻两项相等,特别地,

y２n ＝y２n＋１

此时有

ρ(y２n,y２n＋１)＝ρ(y２n＋１,y２n＋１)≤ρ(y２n＋１,y２n＋２)
从而由(４)式得

M(x２n,x２n＋１)＝maxρ(y２n＋１,y２n＋２),ρ
(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)

３{ } (５)

　　 如果

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n＋１,y２n＋２)
带入(３)式,可得

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))≤ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))－ϕ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))
因此,

ϕ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))＝０
又因为ϕ ∈Ψ,所以

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＝０
由定义１,可得

y２n ＝y２n＋１＝y２n＋２

因此,序列{yn}从相等项开始每一项均与前一项相等,且

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＝０
所以

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

　　 如果(５)式中,

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)
３

由定义１,可得

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)
３ ≤

ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n,y２n＋１)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)－ρ(y２n,y２n)
３ ＝

ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)
３

(６)

将(６)式带入(３)式,可得

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))≤ψρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)
３

æ

è
ç

ö

ø
÷－ϕ(M(x２n,x２n＋１))≤

ψρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ (７)

因为ψ 是非减的,所以

ρ(y２n＋１,y２n＋２)≤ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)
３

即

ρ(y２n＋１,y２n＋２)≤ρ(y２n－１,y２n)
２

此时,对于ρ(y２n＋２,y２n＋３),由(１)式可得
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ψ(ρ(y２n＋２,y２n＋３))＝ψ(ρ(fx２n＋２,gx２n＋１))≤ψ(M(x２n＋２,x２n＋１))－ϕ(M(x２n＋２,x２n＋１)) (８)
其中

M(x２n＋２,x２n＋１)＝max{ρ(Sx２n＋２,Rx２n＋１),ρ(Sx２n＋２,fx２n＋２),ρ(Rx２n＋１,gx２n＋１),

ρ(Rg－１Sx２n＋２,gx２n＋１)＋ρ(Rx２n＋１,fx２n＋２)
３ }＝

maxρ(y２n＋２,y２n＋１),ρ(y２n＋２,y２n＋３),ρ
(y２n,y２n＋３)＋ρ(y２n＋２,y２n＋２)

３{ } (９)

由定义１,以及y２n ＝y２n＋１,有

ρ(y２n,y２n＋３)＋ρ(y２n＋２,y２n＋２)≤

ρ(y２n,y２n＋１)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋２,y２n＋３)－ρ(y２n＋１,y２n＋１)＝

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋２,y２n＋３)
所以

M(x２n＋２,x２n＋１)＝max{ρ(y２n＋１,y２n＋２),ρ(y２n＋２,y２n＋３)} (１０)

　　 如果

M(x２n＋２,x２n＋１)＝ρ(y２n＋２,y２n＋３)
带入(８)式,可得

ψ(ρ(y２n＋２,y２n＋３))≤ψ(ρ(y２n＋２,y２n＋３))－ϕ(ρ(y２n＋２,y２n＋３)) (１１)
因此,

ϕ(ρ(y２n＋２,y２n＋３))＝０
又因为ϕ ∈Ψ,所以

ρ(y２n＋２,y２n＋３)＝０
再由定义１,可得

y２n＋２＝y２n＋３

此时

M(x２n＋２,x２n＋１)＝ρ(y２n＋２,y２n＋３)＝０
也就有

ρ(y２n＋２,y２n＋１)＝０
所以

y２n＋１＝y２n＋２＝y２n＋３

所以,从相等项开始每一项均与前一项相等,且

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＝０
所以

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

　　 如果

M(x２n＋２,x２n＋１)＝ρ(y２n＋２,y２n＋１)
带入(８)式,可得

ψ(ρ(y２n＋２,y２n＋３))≤ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))－ϕ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))≤

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２)) (１２)
因为ψ 是非减的,所以

ρ(y２n＋２,y２n＋３)＜ρ(y２n＋２,y２n＋１)
依此类推,可得{ρ(y２n＋１,y２n＋２)}是递减的,又因为它有下界０,所以{ρ(y２n＋１,y２n＋２)}收敛,假设极限

为ε,即

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝ε
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将M(x２n＋２,x２n＋１)＝ρ(y２n＋２,y２n＋１)式带入(８)式,并令n→ ∞,可得ψ(ε)≤ψ(ε)－ϕ(ε),所以ϕ(ε)＝０．
由ϕ∈Ψ,可得ε＝０,所以

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

若序列{yn}中任意相邻的两项不相等,特别地,

y２n－１ ≠y２n ≠y２n＋１

　　 如果(４)式中,

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n＋１,y２n＋２)
带入(３)式,可得

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))≤ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))－ϕ(ρ(y２n＋１,y２n＋２)) (１３)
因此

ϕ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))＝０
从而

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＝０
所以有

y２n ＝y２n＋１＝y２n＋２

与y２n ≠y２n＋１ 矛盾．
如果(４)式中,

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n,y２n＋１)
带入(３)式,可得

ψ(ρ(y２n＋１,y２n＋２))≤ψ(ρ(y２n,y２n＋１))－ϕ(ρ(y２n,y２n＋１))≤

ψ(ρ(y２n,y２n＋１)) (１４)
因为ψ 是非减的,所以

ρ(y２n＋１,y２n＋２)≤ρ(y２n,y２n＋１)
从而得到{ρ(y２n,y２n＋１)}是递减的．又因为它有下界０,所以{ρ(y２n,y２n＋１)}收敛．同样的方法,可得

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

　　 如果(４)式中,

M(x２n,x２n＋１)＝ρ(y２n－１,y２n＋２)＋ρ(y２n＋１,y２n＋１)
３ ≤

ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n,y２n＋１)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)－ρ(y２n,y２n)
３ ≤

ρ(y２n－１,y２n)＋ρ(y２n,y２n＋１)＋ρ(y２n＋１,y２n＋２)
３ ≤

ρ(y２n－１,y２n)＋２max{ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２)}
３

(１５)

因为

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＜M(x２n,x２n＋１)
且

ρ(y２n,y２n＋１)＜M(x２n,x２n＋１)
所以

M(x２n,x２n＋１)＞ max{ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２)}
因此有

max{ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２)}＜

ρ(y２n－１,y２n)＋２max{ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２)}
３

(１６)

由(１６)式,易知
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max{ρ(y２n,y２n＋１),ρ(y２n＋１,y２n＋２)}≤ρ(y２n－１,y２n)
因此,必有ρ(y２n,y２n＋１)≤ρ(y２n－１,y２n)．同理可得,{ρ(y２n,y２n＋１)}是递减的．因此,同样有lim

n→∞
ρ(y２n,

y２n＋１)＝０成立．
综上所述,当k＝２n 时,有

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝０

当k＝２n＋１时,同理可得

lim
n→∞

ρ(y２n＋１,y２n＋２)＝０

因此,lim
k→∞

ρ(yk,yk＋１)＝０．

步骤２　 证明{yn}为柯西列．
由步骤１以及引理２,可以得到

lim
n,m→∞

ρ(y２n,y２m)＝lim
p,q→∞

ρ(y２p＋１,y２q＋１)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２) (１７)

由(１７)式,易知

lim
n,m→∞

ρ(y２n,y２n＋２)－ρ(y２m,y２m＋２)＝０ (１８)

所以,数列{ρ(y２n,y２n＋２)}为柯西列．又由于柯西数列极限存在,所以数列{ρ(y２n,y２n＋２)}的极限存在,即

存在常数r≥０,使得

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)＝r
由引理２,便有

lim
n,m→∞

ρ(y２n,y２m)＝lim
p,q→∞

ρ(y２p＋１,y２q＋１)＝lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋２)＝r

因此,由定义２,得到{y２n}和{y２n＋１}均为X 中的柯西列．
因为R(X)和S(X)是X 中的完备子集,所以{y２n}和{y２n＋１}均收敛．假设{y２n}和{y２n＋１}收敛于不

同的两点,其中{y２n}收敛于z∗ ,{y２n＋１}收敛于z′,z∗ ≠z′,且ρ(z∗ ,z∗ )＝ρ(z′,z′)＝r．因此,

lim
n→∞

ρ(y２n,y２n＋１)＝ρ(z∗ ,z′)＝０

所以z∗ ＝z′,所以{yn}为柯西列,且收敛于一点z,且在该点处有ρ(z,z)＝０．
步骤３　 证明映象对(f,S)和(g,R)有重合点．
由{yn}收敛于z,以及

y２n＋１＝Rx２n＋１＝fx２n　　　y２n＋２＝Sx２n＋２＝gx２n＋１

所以存在u ∈X,使得Ru＝z,又由(１)式,有

ψ(ρ(fx２n＋２,gu))≤ψ(M(x２n＋２,u))－ϕ(M(x２n＋２,u)) (１９)
其中

M(x２n＋２,u)＝ maxρ(Sx２n＋２,Ru),ρ(Sx２n＋２,fx２n＋２),ρ(Ru,gu),ρ
(RgSx２n＋２,gu)＋ρ(Ru,fx２n＋２)

３{ } ＝

maxρ(y２n＋２,z),ρ(y２n＋２,y２n＋３),ρ(z,gu),ρ
(y２n＋１,gu)＋ρ(z,y２n＋３)

３{ } (２０)

将(２０)式带入(１９)式,并令n → ∞,有

ψ(ρ(z,gu))≤ψ maxρ(z,z),ρ(z,z),ρ(z,gu),ρ(z,gu)＋ρ(z,z)
３{ }æ

è
ç

ö

ø
÷－

ϕ maxρ(z,z),ρ(z,z),ρ(z,gu),ρ(z,gu)＋ρ(z,z)
３{ }æ

è
ç

ö

ø
÷＝

ψ(ρ(z,gu))－ϕ(ρ(z,gu)) (２１)
这就得到ϕ(ρ(z,gu))＝０,以及ρ(z,gu)＝０和z＝gu．从而有z＝gu＝Ru,所以(f,R)有重合点z．同
理还可以证明z是(g,S)的重合点,所以映象对(f,S)和(g,R)有重合点．

步骤４　 证明映象对(f,S)和(g,R)有唯一重合点,且f,g,R,S 有唯一公共不动点．
假设存在两个不同的重合点z,w(z≠w),也就是fu＝gu＝Su＝Ru＝z,fv＝gv＝Sv＝Rv＝w．那
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么由(１)式,可得

ψ(ρ(z,w))＝ψ(ρ(fu,gv))≤ψ(M(u,v))－ϕ(M(u,v)) (２２)
其中

M(u,v)＝maxρ(Su,Rv),ρ(Su,fu),ρ(Rv,gv),ρ(Rg－１Su,gv)＋ρ(Rv,fu)
３{ }＝

maxρ(z,w),ρ(z,z),ρ(w,w),ρ(z,w)＋ρ(w,z)
３{ }＝ρ(z,w) (２３)

将(２３)式带入(２２)式中,得到

ψ(ρ(z,w))≤ψ(ρ(z,w))－ϕ(ρ(z,w))
从而ϕ(ρ(z,w))＝０．又因为ϕ ∈Ψ,所以ρ(z,w)＝０．由定义１可知z＝w,与z≠w 矛盾．所以假设

不成立,映象对(f,S)和(g,R)有唯一重合点．再由引理１,可得f,g,R,S 存在唯一公共不动点．
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