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复空间形式中具有平行平均曲率
向量的全实伪脐子流形①

孙宝磊,　何俊秀,　姚纯青

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:讨论了复空间形式中具有平行平均曲率向量的全实伪脐子流形Mn 的一些性质．采用活动标架法,得到了Mn

为全脐子流形的一些内蕴刚性定理．
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具有常全纯截面曲率的完备(单连通)的流形称为复空间形式．设 Kähler流形M(c)是２(n＋p)维具

有常全纯截面曲率c 的复空间形式．对于任意的实数c,存在一个具有常全纯截面曲率c 的空间形式与之相

对应,并且其维数是任意的．当c 分别为正数、０和负数时,M(c)分别被记为CPn＋p,Cn＋p 和Dn＋p．其中

CPn＋p 是具有FubiniＧStudy度量的复射影空间,Cn＋p 是复欧式空间,Dn＋p 是位于Cn＋p 中被赋予Bergman度

量的单位开球[１]．设J 是Kähler流形M(c)的近复结构．对于一个Kähler流形M(c)的子流形M:如果M

的切空间被M(c)的近复结构J映射到自身,则称M 为全纯子流形;如果映射到其法空间,则称M 为全实

子流形．当p＝０时,我们知道JTx(M)＝Tx(M),对于这种全实子流形的研究目前已有许多结果[２－４]．
本文主要研究复空间形式中具有平行平均曲率向量的紧致全实伪脐子流形(p ≥１)．得到以下定理:

定理１　 设Mn 为复空间形式M(c)中的n维紧致全实伪脐子流形．则Mn 的平均曲率向量在法丛中平

行且不消失当且仅当Mn 的平均曲率为非零常数．
定理１推广了文献[５]中的定理７．
K 表示Mn 在其点x 处的截面曲率的下确界,则有如下两个定理:
定理２　 设Mn 为复射影空间CPn＋p 中具有非零平行平均曲率向量的n 维紧致全实伪脐子流形．若

K ≥
３(n＋２p－１)－２

６(n＋２p－１) (１＋H２) (１)

则第二基本形式模长的平方S＝nH２,Mn 是全脐子流形;或者

S＝
２n
３ １＋

５
２H２æ

è
ç

ö

ø
÷

在后者情形中,当n＝２时,M２ 是局部等距于半径为 ３
１＋H２ 的球面S２ ３

１＋H２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

① 收稿日期:２０１５ ０４ １５
基金项目:国家自然科学基金项目(１１４７１１８８)．
作者简介:孙宝磊(１９９０ ),男,河南淮阳人,硕士研究生,主要从事微分几何的研究．
通信作者:姚纯青,副教授．



定理３　 设Mn 为复空间形式M(c)中具有非零平行平均曲率向量的n 维紧致全实伪脐子流形．

１)当c ≥０时,若

K ≥
n＋２p－２

２(n＋２p)－３
１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷ (２)

则Mn 是M(c)中的全脐子流形;

２)当c ＜０时,若

K ≥
n＋２p－２

２(n＋２p)－３
１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷－

(n＋２p)－１
４n[２(n＋２p)－３]c

 (３)

则Mn 是M(c)中的全脐子流形．

当１
２c

 ＋H２ ＜０时,定理３中的式(３)优于文献[６]中的Pinching常数．

１　 预备知识

设Mn 为复空间形式M(c)中的n 维全实子流形．J 为复空间形式M(c)的近复结构．本文中约定各类

指标取值范围如下:

A,B,C,＝１,,n＋p,１∗ ,,(n＋p)∗ 　　　i,j,k,＝１,,n
α,β,γ,＝n＋１,,n＋p,１∗ ,,(n＋p)∗ 　　　λ,μ,ν,＝n＋１,,n＋p

当指标上下出现两次时代表对其求和．

在M 上选取局部规范的正交标架场:

e１,,en　　　en＋１,,en＋p

e１∗ ＝Je１,,en∗ ＝Jen

e(n＋１)∗ ＝Jen＋１,,e(n＋p)∗ ＝Jen＋p

使得其限制在Mn 上时,{e１,,en;en＋１,,en＋p}与Mn 相切．

用{ωA}表示{eA}的对偶标架场,则M 的结构方程为:

dωA ＝－ωA
B ∧ωB　　　ωA

B ＋ωB
A ＝０

dωA
B ＝－ωA

C ∧ωC
B ＋ΦA

B　　　ΦA
B ＝

１
２KA

BCDω
C ∧ωD

其中:

ωj
i ＝ωj∗

i∗ 　　　ωj∗

i ＝ωi∗

j

ωμ
λ ＝ωμ∗

λ∗ 　　　ωμ∗

λ ＝ωλ∗

μ

ωλ
i ＝ωλ∗

i∗ 　　　ωμ∗

i ＝ωi∗

μ
(４)

KA
BCD ＝

１
４c

(δACδBD －δADδBC ＋JACJBD －JADJBC ＋２JABJCD) (５)

在(５)式中,JAB 为线性变换J 关于{eA}的变换矩阵,即

JAB ＝
０ In＋p

－In＋p ０
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

其中In＋p 表示n＋p 阶单位矩阵．
将ωα 限制在Mn 上时,有ωα ＝０,由Cartan引理知:

ωα
i ＝hα

ijω
j　　　hα

ij ＝hα
ji

Mn 的结构方程为:

dωi＝－ωi
j ∧ωj　　　ωi

j ＋ωj
i ＝０
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dωi
j ＝－ωi

k ∧ωk
j ＋Φi

j　　　Φi
j ＝

１
２Ri

jklω
k ∧ωl

Mn 的 Gauss方程和Ricci方程分别为:

Ri
jkl ＝Ki

jkl ＋∑
α

(hα
ikh

α
jl －hα

ilh
α
jk

)

Rα
βkl ＝Kα

βkl ＋∑
i

(hα
ikh

β
il －hα

ilh
β
ik)

其中R 和K 分别表示Mn,Mn＋p 的曲率张量．
记B＝hα

ijω
iωjeα 是Mn 的第二基本形式,Mn 的平均曲率向量ξ、平均曲率H、第二基本形式模长的平

方S 和数量曲率ρ 可表示为:

ξ＝∑
α

１
n∑

i
hα

ii
æ

è
ç

ö

ø
÷eα　　　H ＝‖ξ‖　　　S＝‖B‖２　　　ρ＝

１
４n(n－１)c ＋n２H２－S

Mn 的Codazzi方程和Ricci恒等式分别为:

hα
ijk －hα

ikj ＝－Kα
ijk

hα
ijkl －hα

ijlk ＝∑
m

(hα
imR

m
jkl ＋hα

mjR
m
ilk)－∑

β
hβ

ijR
α
βkl

其中hα
ijk 和hα

ijkl 分别表示hα
ij 与hα

ijk 的共变导数．

设Mn 为复空间形式M(c)中的n 维紧致全实子流形,令

τ＝ ∑
α≠n＋１

trH２
α ＝ ∑

i,j
α≠n＋１

(hα
ij
)２

下面给出定理证明需要的一些等式与不等式(参考文献[６－９]):

Ki∗

j∗kl ＝Ki
jkl ＝

１
４c

(δikδjl －δilδjk
)　　　Kλ

Akl ＝０　　　Kλ∗

Akl ＝０　　　Kα
ijk ＝０　　　Kα

λij ＝０ (６)

－２∑
α,β

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]－∑
α,β

[tr(HαHβ)]２ ≥－
３
２S２ (７)

１
n＋２p－１τ

２ ≤ ∑
α≠n＋１

[trH２
α]２ ≤τ２ (８)

０≤ ∑
α,β≠n＋１

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]≤
n＋２p－２
n＋２p－１τ

２ (９)

２　 定理的证明

引理１　 设Mn 为复空间形式M(c)中的全实子流形,则Mn 具有平行平均曲率向量当且仅当∑
k
hα

kki＝０．

证 　 记D⊥ 表示Mn 的法联络,因为

nξ＝∑
α,k

hα
kkeα

则

nD⊥ξ＝∑
α

d ∑
k

hα
kk( )eα ＋∑

α
∑
k

hα
kk( )D⊥eα ＝∑

α
d ∑

k
hα

kk( ) ＋∑
β,k

hβ
kkω

α
β[ ]eα (１０)

又因为hα
kk 的一阶共变导数hα

kki 为

∑
i,k

hα
kkiω

i＝∑
k

dhα
kk －∑

i,k
hα

kiω
i
k －∑

i,k
hα

ikω
i
k ＋∑

β,k
hβ

kkω
α
β ＝

d ∑
k

hα
kk( ) ＋∑

β,k
hβ

kkω
α
β

(１１)

由(１０)式和(１１)式,得

D⊥ξ＝０⇔d(∑
k

hα
kk)＋∑

β,k
hβ

kkω
α
β ＝０⇔∑

k
hα

kki＝０

　　 定理１的证明 　 由文献[９]中的定理１可知,我们可以选取ξ＝ Hen＋１．又因为Mn 是伪脐子流形,则
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trHα ＝
nH α＝n＋１
０ α≠n＋１{ (１２)

将(１２)式代入(１１)式,得到:

∑
i,k

hn＋１
kkiω

i＝ndH　　　∑
i,k

hα
kkiω

i＝nHωα
n＋１　　　α≠n＋１

因此,H 是不为０的常数,并且

ωα
n＋１＝０⇔∑

k
hα

kki＝０

由引理１,定理１得证．

引理２　 设Mn 为复空间形式M(c)中具有非零平行平均曲率向量的n 维紧致全实伪脐子流形．则

１
２Δτ＝ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２＋n １
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷τ＋

１
４c

∑
i

trH２
i∗ －

２ ∑
α,β≠n＋１

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]－ ∑
α,β≠n＋１

[tr(HαHβ)]２ (１３)

　　 证 　 因为Mn 是伪脐的,则:

hn＋１
ij ＝Hδij　　　trH２

n＋１＝nH２　　　τ＝S－nH２ (１４)

∑
α≠n＋１

{tr(H２
αHn＋１)trHn＋１－[tr(HαHn＋１)]２}＝nτH２－０＝nτH２

由(６)式和引理１,直接计算得到(参见文献[１０－１３]):

∑
i,j

α≠n＋１

hα
ijΔh

α
ij ＝ ∑

i,j,k
α≠n＋１

hα
ij
(hα

imR
m
mkjk ＋hα

kmR
m
ijk

)－ ∑
i,j,k
α≠n＋１

∑
β

hα
ijh

β
kiR

α
βjk

∑
i,j,k,m
α≠n＋１

hα
ij
(hα

imR
m
kjk ＋hα

kmR
m
ijk

)＝
１
４c

nτ＋nτH２－ ∑
α,β≠n＋１

[tr(HαHβ
)]２－

∑
α,β≠n＋１

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]

∑
i,j,k
α≠n＋１

∑
β

hα
ijh

β
kiR

α
βjk ＝－

１
４c

∑
i

trH２
i∗ ＋ ∑

α,β≠n＋１

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]

因此,对任意实数a,有

１
２Δτ＝ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２－an １
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷τ＋

(１＋a)∑
i,j,k,m
α≠n＋１

hα
ij
(hα

imR
m
jkl ＋hα

mjR
m
ilk)＋

１
４c

∑
i

trH２
i∗ －

(１－a)∑
α,β≠n＋１

[tr(H２
αH２

β)－tr(HαHβ)２]＋a ∑
α,β≠n＋１

[tr(HαHβ)]２ (１５)

在(１５)式中取a＝－１即可得到(１３)式．
定理２的证明 　 结合(７)式和引理２,有

１
２Δτ≥ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２＋τn(１＋H２)－
３
２τ

é

ë
êê

ù

û
úú (１６)

又由于Mn 是紧致的,对(１６)式两边积分,再由Stokes定理得

∫M
τn(１＋H２)－

３
２τ

é

ë
êê

ù

û
úúdvM ≤０ (１７)

对于α,β≠n＋１,由于Aαβ ＝ (tr(HαHβ))是n＋２p 阶的对称矩阵,故可选取法标架场en＋１,,en＋p;

e１∗ ,,en∗ ;e(n＋１)∗ ,,e(n＋p)∗ ．使其对角化,得

tr(HαHβ)＝trH２
αδαβ (１８)

在文献[１３]中,有
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∑
i,j,k,m
α≠n＋１

hα
ij
(hα

imR
m
kjk ＋hα

kmR
m
ijk

)≥nτK (１９)

在(１５)式中取a＝１,应用(８),(１８),(１９)式,有

１
２Δτ≥ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２－
２

３(n＋２p－１)τn(１＋H２)－
３
２τ

é

ë
êê

ù

û
úú

因此如果Mn 是紧致的,有

－∫M
τn(１＋H２)－

３
２τ

é

ë
êê

ù

û
úúdvM ≤０ (２０)

结合(１７)式和(２０)式,有

∫M
τn(１＋H２)－

３
２τ

é

ë
êê

ù

û
úúdvM ＝０ (２１)

因此hα
ijk ＝０,且hα

ij 为常数 (α ≠n＋１)．由此易得τ为常数．由(２１)式我们得到一个关于τ和S 的等式:

τn １＋
５
２H２æ

è
ç

ö

ø
÷－

３
２Sé

ë
êê

ù

û
úú＝０

　　 若S ＜
２
３n １＋

５
２H２æ

è
ç

ö

ø
÷ 可推出τ＝０,则Mn 是M(c)中的全脐子流形．

若S＝
２
３n １＋

５
２H２æ

è
ç

ö

ø
÷＝０,由文献[９]中的定理２得:当n＝２时,M２ 是局部等距于半径为 ３

１＋H２

的球面S２ ３
１＋H２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ．

定理３的证明 　 若c ≥０,在(１５)式中取a＝
n＋２p－２
n＋２p－１

,由(８),(９),(１９)式,得

１
２Δτ≥ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２＋
２(n＋２p)－３
n＋２p－１ nτ K －

n＋２p－２
２(n＋２p)－３

１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≥０ (２２)

　　 若K ＞
n＋２p－２

２(n＋２p)－３
１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷ 可推出τ＝０,则Mn 是M(c)中的全脐子流形．

　　 若K ＝
n＋２p－２

２(n＋２p)－３
１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷ ,则不等式(８)和(９)成为等式,得:

∑
α≠n＋１

[trH２
α]２＝ ∑

α≠n＋１
trH２

α[ ]
２
＝ ∑

α≠n＋１

[trH２
α]２＋∑

α,β
α≠β

trH２
αtrH２

β (２３)

(λα
i －λα

j
)２＝２[(λα

i)２＋(λα
j
)２]＝２∑

k

(λα
k)２ (２４)

由(２３)式,存在n＋２p－２个trH２
α ＝０,不妨设

trH２
n＋３＝＝trH２

n＋p ＝trH２
１∗ ＝trH２

(n＋p)∗ ＝０ (２５)
由(２４)式,得:

λn＋２
i ＝－λn＋２

j 　　　(λn＋２
i )２＋(λn＋２

j
)２＝∑

k

(λn＋２
k )２

则λn＋２
i ＝０,其中i,j＝１,,n．因此

τ＝ ∑
α≠n＋１

trH２
α ＝０

则Mn 是M(c)中的全脐子流形．

若c ＜０,显然

１
４c

∑
i

trH２
i∗ ≥

１
４c

 ∑
α≠n＋１

trH２
α ＝

１
４c

τ

结合(８),(９),(１５),(１９)式,得
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１
２Δτ≥ ∑

i,j,k
α≠n＋１

(hα
ijk

)２＋

２(n＋２p)－３
n＋２p－１ nτ K －

n＋２p－２
２(n＋２p)－３

１
４c

 ＋H２æ

è
ç

ö

ø
÷＋

１
４c

 (n＋２p)－１
n[２(n＋２p)－３]

é

ë
êê

ù

û
úú

由(２３),(２４),(２５)式,得到Mn 是M(c)中的全脐子流形．
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Abstract:LetMnbeacompacttotallyrealpseudoＧumbilicalsubmanifoldinacomplexspaceform．Inthis
paper,westudythepositionoftheparallelumbilicalnormalvectorfieldofinthenormalbundle．Withthe
methodofmovingframes,weobtainsomeintrinsicrigiditytheoremssuchthatbecomestotallyumbilical
submanifold．
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