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稳健贝叶斯方法在指数保费原理下的应用①
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摘要:稳健贝叶斯方法可用来处理先验信息的不确定性问题,把先验分布限定在Γ 族,由此得到一些最优准则．结

合先验分布的ε 代换类,在指数保费原理下得出稳健贝叶斯保费和后验Γ 极小极大保费．
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在贝叶斯统计推断中,在特定的损失函数和指定的先验分布下得到最终结果．事实上,绝大多数情况

下是不知道先验信息的确切分布的,而在计算中所假定的任何先验分布都只是真实分布的一个近似．造成

这种情况的原因可能是:决策者不能确定所给出的先验分布是否正确,要么是两个或者两个以上的决策者

对先验分布的假定不统一．针对这种先验信息的不确定性问题,通常运用稳健贝叶斯方法把先验分布限定

在某类Γ－族,从而得到贝叶斯估计的一个取值范围．可本文的目的不是得到这样一个取值范围,而是设法

找到这个取值范围内的一个最优值．在稳健贝叶斯方法中取最优值有下面几种方法:Γ 极小极大准则[１－２]、
条件Γ 极小极大准则[３－４]、最稳定准则[５－６]、后验Γ 极小极大准则[７]．

本文计算最优值时使用后验Γ 极小极大(PRGM)准则,即结合传统的贝叶斯方法和稳健贝叶斯方法

在一个贝叶斯保费区间估计中确定一个最合适的保费[８－１０]．
有些学者还把稳健贝叶斯方法中的先验分布类扩展到文献[１１－１７]中提到的先验的ε 代换类,即先

验分布为以下形式:

Γε ＝{πε ＝(１－ε)π􀳱＋επ:π ∈Γ,ε∈ [０,１]}
其中:π􀳱 为贝叶斯分析中指定的先验分布,π是Γ族中任意一个先验分布,ε∈ [０,１]反映了指定的先验分

布π􀳱 的不确定性．关于ε 代换类下后验Γ 极小极大估计和预测可参见文献[１８－１９]．不同的保险公司可

根据自己的实际情况选取不同的保费原理,而每个保费原理都对应一个特定的损失函数．在不同损失函数

下计算PRGM 保费可参见文献[４,８－１０,１９－２１]．
指数保费原理是保险公司最重要的保费原理之一,其表达形式简单,并且作为风险测度满足保费原理

的许多好的性质,如:正的安全负荷性、合理风险附加、转移不变性、对独立风险的可加性、单调性等,在

实际中得到广泛运用．
指数保费原理的定义如下:
定义１[２２]　 若取损失函数L(X,P)＝(eαP －eαX)２,则使得期望损失函数E[L(X,P)]达到最小的保

费为P＝
１
αlog[E(eαX)],称之为指数保费．

① 收稿日期:２０１５ ０１ ２２
基金项目:国家自然科学基金项目(１１３６１０５８)．
作者简介:胡莹莹(１９８５ ),女,河南商丘人,硕士研究生,主要从事保险精算研究．
通信作者:吴黎军,教授．



本文进一步运用损失函数的方法在指数保费原理下运用稳健贝叶斯方法计算稳健贝叶斯保费和

PRGM 保费．

１　 稳健贝叶斯保费

假定随机变量X 代表个体风险的索赔额,其分布函数为F(􀅰|θ),密度函数是f(􀅰|θ),其中θ∈Θ．若
风险参数θ 已知,则可用θ 的某个函数PR(θ)来估计未来的保费,我们称之为风险保费或个体保费．文献

[２２]计算出指数保费原理下风险X 的风险保费为PR(θ)＝
１
αlog[E(eαX|θ)]．

通常情况下,风险参数θ是未知的,从而风险保费PR(θ)也是未知的．虽然风险参数θ未知,假定知道

θ的分布为π(θ),精算学称π(θ)为结构分布,统计学中称之为先验分布．本文的目的就是运用贝叶斯理论

的相关知识估计风险保费PR ＝PR(θ),记风险保费的所有估计值为集合D．
在精算中,当我们事先不知道历史索赔数据时,我们通过最小化期望损失Eπ(θ)[L(PR,P)]收取集体

保费Pπ
C,其中Eπ(θ)[􀅰]是关于先验分布π(θ)求期望．当历史索赔数据已知时,可以通过最小化期望损失

Eπ(θ|x)[L(PR,P)]收取贝叶斯保费Pπ
B ≡Pπ

B(x),其中Eπ(θ|x)[􀅰]是关于先验分布π(θ|x)求期望．
下面的定理１就是在指数保费原理下结合先验分布π(θ)的ε 代换类πε(θ)计算得出的集体保费Pπ

C 和

贝叶斯保费Pπ
B．

定理１　 给定θ∈Θ,假设X＝ (X１,X２,􀆺,Xn)是一列独立同分布的随机变量,其密度函数为

f(x|θ)．考虑混合先验分布:

πε(θ)＝(１－ε)􀅰π０(θ)＋ε􀅰π(θ)
则:

􀃠 后验分布

πε(θ|x)＝λ􀅰π０(θ|x)＋(１－λ)􀅰π(θ)
其中

λ≡λ(x)＝
(１－ε)􀅰mπ０

(x)
(１－ε)􀅰mπ０

(x)＋ε􀅰mπ(x)

mπ０
(x)＝∫θ∈Θ

f(x|θ)􀅰π０(θ)dθ　　　mπ(x)＝∫θ∈Θ
f(x|θ)􀅰π(θ)dθ

　　􀃡 在指数保费原理下,关于混合先验πε(θ)的集体保费PC
πε 为:

PC
πε ＝

１
αlog[(１－ε)􀅰eα􀅰PCπ０

＋ε􀅰eα􀅰Pπ
C ]

其中

PC
π０ ＝

１
αlog[Eπ０(θ)(e

α􀅰RP)]

和

Pπ
C ＝

１
αlog[Eπ(θ)(e

α􀅰RP)]

分别为关于先验π０(θ)和π(θ)的集体保费．

􀃢 在指数保费原理下,关于混合先验πε(θ)的贝叶斯保费Pπε
B 为:

Pπε
B ＝

１
αlog[λ􀅰eα􀅰Pπ０B ＋(１－λ)eα􀅰Pπ

B ]

其中

Pπ０
B ＝

１
αlog[Eπ０(θ|x)(e

α􀅰RP)]

和
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Pπ
B ＝

１
αlog[Eπ(θ|x)(e

α􀅰RP)]

分别为关于后验π０(θ|x)和π(θ|x)的贝叶斯保费．
证 　􀃠

πε(θ|x)＝
f(x|θ)􀅰πε(θ)

∫θ∈Θ
f(x|θ)􀅰πε(θ)dθ

＝

(１－ε)􀅰f(x|θ)π０(θ)＋ε􀅰f(x|θ)􀅰π(θ)

(１－ε)􀅰∫θ∈Θ
f(x|θ)π０(θ)dθ＋ε􀅰∫θ∈Θ

f(x|θ)􀅰π(θ)dθ
＝

(１－ε)􀅰mπ０
(x)􀅰π０(θ|x)＋ε􀅰mπ(x)􀅰π(θ|x)

(１－ε)􀅰mπ０
(x)＋ε􀅰mπ(x) ＝

λ􀅰π０(θ|x)＋(１－λ)􀅰π(θ|x)

　　􀃡 计算关于先验πε(θ)的集体保费PC
πε ,就是最小化下面的关于P 的函数H(P),

H ≜ H(P)≜Eπε(θ)[L(PR,P)]＝

∫θ∈Θ
L(PR,P)􀅰πε(θ)dθ＝

∫θ∈Θ
(e

α􀅰RP
－e

α􀅰P)２􀅰πε(θ)dθ

下面分别对 H 关于P 求一阶和二阶导数:

ƏH
ƏP ＝－２α􀅰eαP∫θ∈Θ

(e
α􀅰RP

－e
α􀅰P)􀅰πε(θ)dθ

Ə２ H
ƏP２ ＝２α２􀅰eαP∫θ∈Θ

(e
α􀅰RP

－e
α􀅰P)􀅰πε(θ)dθ＋２α２􀅰e２αP

故当P＝PR 时,H 取到唯一最小值．令ƏH
ƏP ＝０,则

eαP ＝∫θ∈Θ
e

αPR 􀅰πε(θ)dθ＝

(１－ε)􀅰∫θ∈Θ
e

αPR 􀅰π０(θ)dθ＋ε􀅰∫θ∈Θ
e

αPR 􀅰π(θ)dθ＝

(１－ε)􀅰Eπ０(θ)(e
αPR )＋ε􀅰Eπ(θ)(e

αPR )
所以,

PC
πε ＝

１
αlog[(１－ε)􀅰Eπ０(θ)(e

αPR )＋ε􀅰Eπ(θ)(e
αPR )]＝

１
αlog[(１－ε)􀅰eα􀅰PCπ０

＋ε􀅰eα􀅰Pπ
C ]

　　􀃢 计算关于先验πε(θ)的贝叶斯保费Pπε
B ,就是最小化下面的关于P 的函数G(P),

G ≜G(P)≜Eπε(θ|x)[L(PR,P)]＝

∫θ∈Θ
L(PR,P)􀅰πε(θ|x)dθ＝

∫θ∈Θ
(e

α􀅰RP
－e

α􀅰P)２􀅰πε(θ|x)dθ

下面对G 关于P 分别求一阶和二阶导数,则有

ƏG
ƏP ＝－２α􀅰eαP∫θ∈Θ

[e
α􀅰RP

－e
α􀅰P]􀅰πε(θ|x)dθ

Ə２G
ƏP２ ＝２α２􀅰eαP∫θ∈Θ

[e
α􀅰RP

－e
α􀅰P]􀅰πε(θ|x)dθ＋２α２􀅰e２αP
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故当P＝PR 时,G 取到唯一最小值．令ƏG
ƏP ＝０,则

eαP ＝Eπε(θ|x)(e
αPR )＝

∫θ∈Θ
e

αPR 􀅰πε(θ|x)dθ＝

λ􀅰Eπ０(θ|x)(e
αPR )＋(１－λ)􀅰Eπ(θ|x)(e

αPR )
所以,

Pπε
B ＝

１
αlog[λ􀅰Eπ０(θ|x)(e

αPR )＋(１－λ)􀅰Eπ(θ|x)(e
αPR )]＝

１
αlog[λ􀅰eα􀅰Pπ０B ＋(１－λ)􀅰eα􀅰Pπ

B ]

２　 后验Γ 极小极大保费

当不同的精算师对先验信息的认识不同或者由于历史数据有限而不能得出精确的先验分布时,要采用

稳健贝叶斯的方法,使先验信息在Γ 族中变动时决策法则P 最具有稳健性,即最小化最大贝叶斯风险．记

ρ[πε(θ|X),P]＝Eπε(θ|X)[L(P)]
即采取行为P 的后验期望损失函数,它只能给出后验期望损失的范围,但仍不能确定哪一个值是最合适的．
这时我们可以用PRGM 方法解决这个问题．

定义２　 设PPR,Γε ∈D 是PRGM 行为,如果满足:

inf
P∈D

sup
πε∈Γε

r(P,Pπε
B )＝r(PPR,Γε

,Pπε
B )

其中rP(P,Pπε
B )＝ρ[πε(θ|X),P]－ρ[πε(θ|X),Pπε

B ]度量了选择行为P 而不选择贝叶斯准则下的最

优行为Pπε
B 的损失．

定理２给出了指数保费原理下的PRGM 保费．
定理２　 设

P ≜P(x)＝inf
πε∈Γε

Pπε
B 　　　P ≜P(x)＝sup

πε∈Γε
Pπε

B

并且P 和P 是有限的,且满足P ＜P．则在指数保费原理下关于混合先验Γε 族的PRGM 保费为

PPR,Γε ≜PPR,Γε
(x)＝

１
αlog

eαP ＋eαP

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

　　 证 　 首先计算

rP(P,Pπε
B )＝ρ[πε(θ|x),P]－ρ[πε(θ|x),Pπε

B ]＝

Eπε(θ|x)[L(PR,P)]－Eπε(θ|x)[L(PR,Pπε
B )]＝

Eπε(θ|x)[(e
αPR －eαP)２]－Eπε(θ|x)[(e

αPR －eαPπε

B )２]＝

Eπε(θ|x)[e２αP －２eαP􀅰e
αPR ＋２eαPπε

B 􀅰e
αPR －e２αPπεB ]＝

e２αP －２eαP􀅰Eπε(θ|x)(e
αPR )＋２eαPπεB 􀅰Eπε(θ|x)(e

αPR )－e２αPπεB

因为

Pπε
B ＝

１
αlog[Eπε(θ|x)(e

αPR )]

所以

rP(P,Pπε
B )＝e２αP －２eαP􀅰eαPπεB ＋２e２αPπεB －e２αPπεB ＝

(eαP －eαPπεB )２

故有
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Ə
ƏPπε

B

rP(P,Pπε
B )＝－２αeαPπεB (eαP －eαPπεB )

Ə２

Ə(Pπε
B )２

rP(P,Pπε
B )＝－２α２eαPπεB (eαP －eαPπεB )＋２α２􀅰e２αPπεB

因此,当Pπε
B ＝P 时,rP(P,Pπε

B )有唯一最小值．
通过下面的三个步骤可计算出指数保费原理下的PRGM 保费．
第一步,当P ＜P 时,对rP(P,Pπε

B )关于Pπε
B 求导得,

Ə
ƏPπε

B

rP(P,Pπε
B )＝－２αeαPπε

B (eαP －eαPπεB )

因为P ＜P ＜Pπε
B ,所以rP(P,Pπε

B )关于Pπε
B 单调递增．故

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P,P)

令

f１(P)＝rP(P,P)＝(eαP －eαP)２

对f１(P)关于P 求导,则有

f＇１(P)＝２α􀅰eαP(eαP －eαP)
当P ＜P 时,f１(P)关于P 单调递减．于是有

inf
P＜P

f１(P)＝f１(P)

所以,

inf
P＜P

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P,P),f１(P)＝０

　　 第二步,当P ＞P 时,对rP(P,Pπε
B )关于Pπε

B 求导可知rP(P,Pπε
B )关于Pπε

B 单调递减,故

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P,P)

令

f２(P)＝rP(P,P)＝(eαP －eαP)２

则有

Əf１(P)
ƏP ＝２α􀅰eαP(eαP －eαP)

当P ＞P 时,f２(P)关于P 单调递增,于是有

inf
P＞P

f２(P)＝f２(P)

所以,

inf
P＞P

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P,P),f２(P)＝０

　　 第三步,当P ＜P ＜P 时,分以下两种情况考虑,

P ＜P ＜Pπε
B ＜P

P ＜Pπε
B ＜P ＜P{

对于这两种情况,

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝max{rP(P,P),rP(P,P)}

令

l(P)＝f１(P)－f２(P)＝(eαP －eαP)􀅰(eαP －２eαP ＋eαP)

显然,l(P)是连续的且关于P 是单调递减的,又l(P)􀅰l(P)＜０,所以必存在一个P∗ ∈ (P,P)使得

l(P∗ )＝０,此时rP(P∗ ,P)＝rP(P∗ ,P)．
当P ＜P ＜P∗ 时,有l(P)＞０,则
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max{rP(P,P),rP(P,P)}＝rP(P,P)

此时rP(P,P)关于P 单调递减,故

inf
P＜P＜P∗

rP(P,P)＝rP(P∗ ,P)

当P∗ ＜P ＜P 时,有l(P)＜０,则

max{rP(P,P),rP(P,P)}＝rP(P,P)
此时rP(P,P)关于P 单调递增,故

inf
P∗ ＜P＜P

rP(P,P)＝rP(P∗ ,P)

所以

inf
P＜P＜P

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P∗ ,P)＝rP(P∗ ,P)

　　 综合以上３个步骤,

inf
P∈D

sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝ inf

P＜P＜P
sup
πε∈Γε

rP(P,Pπε
B )＝rP(P∗ ,P)＝rP(P∗ ,P)

即可求出

PPR,Γε
(x)＝

１
αlneαP ＋eαP

２
æ

è
ç

ö

ø
÷

３　 结 　 论

提出后验Γ 极小极大准则下的贝叶斯保费,是结合传统的贝叶斯方法和稳健贝叶斯方法得出的一种

新的保费．这种方法相对简单,在精算科学中这是一种新的方法,它的优势在于:此方法是一个决策原理,
更适合一个有较少经验的决策者,利用后验Γ 极小极大方法在一个贝叶斯保费区间估计中确定一个最合

适的保费．相对传统的贝叶斯准则,后验Γ 极小极大方法提供了一个更简洁清晰的准则,这种方法在保险

公司制定保费的实际工作中有重要的帮助．在精算科学中,后验Γ 极小极大准则是一种新的方法,它的使

用比Γ 极小极大方法更容易得到保费公式．
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ApplicationofRobustBayesianMethodology
UndertheExponentialPremiumPrinciple

HUYingＧying,　WULiＧjun,　SUN　Yi
CollegeofMathematicsandSystemScience,XinjiangUniversity,Urumqi８３００４６,China

Abstract:RobustBayesianmethodologycanbeusedtodealwiththeuncertaintyofprioriinformation,and
thepriordistributionisrestrictedinthescopeofΓＧcluster,fromwhichsomeoptimalrulescanbederived．
CombiningwiththeεＧcontaminatedclassofpriordistribution,weobtaintherobustBayesianpremiumand
posteriorΓＧminimaxpremiumundertheexponentialpremiumprincipleinthepresentpaper．
Keywords:robustBayesianmethodology;exponentialpremiumprinciple;posteriorregretΓＧminimaxpreＧ

mium
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