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考虑一般发生率的结核病模型的稳定性分析①

曾　豪,　王稳地,　闫　超,　苟知学

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:建立了一个考虑带有一般发生率、离散时滞和疾病复发的肺结核传播的动力学模型．证明了解的正性和有界

性,得到了基本再生数R０．通过构造合适的 Lyapunov泛函,得到当R０ ≤１时,无病平衡点是全局渐近稳定的;当

R０ ＞１时,存在唯一的地方性平衡点,同时它也是全局渐近稳定的．
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结核病是由结核分枝杆菌感染引起的通过空气传播的一种慢性疾病,它是危害人类健康的重要传染

病之一．结核分枝杆菌是引起结核病的病原菌,一般通过呼吸道传播．感染人体后,有９０％ 的感染者终身保

持携带状态而不引起发病,剩下１０％ 的感染者中,约有５％ 的感染者在感染之后两年内发病,有５％ 的感

染者在其一生中的某个时期发病[１]．自文献[２]提出了四维的基本结核病动力学模型之后,结核病的感染模

型引起了很多研究者的关注,他们建立了大量的模型来研究肺结核的感染过程[３－４]．在传染病动力学和病

毒动力学中,发生率起着重要作用．研究发现,非线性发生率比双线性发生率更合理[５－６]．基于此,文献[７]

考虑非线性发生率βSI
S＋I

,这里β表示感染率．本文将在文献[７]的基础上考虑一般发生率函数f(S,I)建

立四维结核病传播模型,并对其进行稳定性分析．
我们设S(t),E(t),I(t),R(t)分别表示t时刻易感个体的数量、已被感染但不具有传染性的个体数

量、被感染且具有传染性的个体数量和恢复个体的数量．建立如下的数学模型:

S
􀅰
(t)＝Λ－μS(t)－f(S(t),I(t))

E
􀅰
(t)＝f(S(t),I(t))－e－μτe－kτf(S(t－τ),I(t－τ))－μE(t)－kE(t)

I
􀅰
(t)＝e－μτe－kτf(S(t－τ),I(t－τ))＋δR(t)－(μ＋γ＋α)I(t)＋kE(t)

R
􀅰
(t)＝γI(t)－μR(t)－δR(t) (１)

其中:Λ 表示易感个体常数输入率,μ 表示个体的自然死亡率,α表示个体的病死率,γ 表示染病个体的恢

复率,δ表示恢复个体又变回到染病个体的疾病复发率,τ表示疾病的潜伏期,k表示个体由内源性激发直

接从E 仓室转移到I仓室的转移率,e－μτ 表示个体在t－τ时刻被感染到t时刻患病个体存活率．这里所有的

参数都是非负的．
为了研究系统(１),根据生物意义考虑,我们假设f(S,I)在R２

＋ 是连续可微的,且满足下列的假设:
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１)对I≥０,有f(０,I)＝０;当S ≥０,有f(S,０)＝０．

２)对任意的S ＞０,I ＞０,都有Əf(S,I)
ƏS ＞０;对任意的S ≥０,I ≥０,有Əf(S,I)

ƏI ≥０和

IƏf(S,I)
ƏI －f(S,I)≤０．

另外对于系统(１),我们定义一个非负连续的 Banach空间C＝C([－τ,０],R＋),对任意的φ ∈C,

‖φ‖＝ sup
－τ≤θ≤０

|φ|．系统(１)的初始条件为:

S(θ)≥０,E(θ)≥０,I(θ)≥０,R(θ)≥０,θ∈ [－τ,０]

S(０)＞０,E(０)＝∫
０

－τ
f(S(u),I(u))e

(μ＋k)udu ＞０,I(０)＞０,R(０)＞０

　　 命题１　 在满足初始条件的情况下,系统(１)的解对于所有t＞０是非负的,且最终有界．
　　 证 　 首先证明对所有的t＞０,S(t)都是正的．利用反证法,假设存在最小的时间t１ 使得S(t１)＝０和

S(t)＞０,t∈ (０,t１)．代入系统(１)的第一个方程得S
􀅰
(t１)＝Λ ＞０,则存在一个充分小的ε,在(t１－ε,

t１)上S(t)＜０,与在(０,t１)上S(t)＞０相矛盾,所以对所有的t＞０,S(t)＞０．现在我们进一步证明对

所有的t＞０有I(t)＞０和R(t)＞０．令

a(t)＝eμτf(S(t－τ),I(t－τ))＋δR(t)

由系统(１),得到

I(t)＝I(０)e－(μ＋γ＋α)t＋∫
t

０
e

(μ＋γ＋α)(ξ－t)
a(ξ)dξ

R(t)＝R(０)e－(δ＋μ)t＋∫
t

０
e

(μ＋δ)(ξ－t)
I(ξ)dξ

假设存在第一次最小时间t２ 使得min{I(t２),R(t２)}＝０．对其分两种情况进行证明．首先考虑当０≤t＜t２

时,满足I(t２)＝０,I(t)＞０以及对０≤t≤t２,满足R(t)＞０的情况．则

I
􀅰
(t２)＝e－(μ＋k)τf(S(t２－τ),I(t２－τ))＋δR(t２)＋kE(t２)

注意

E(t)＝∫
t

t－τ
e

(μ＋k)(ξ－t)
f(S(ξ),I(ξ))dξ

则有E(t２)＞０．因此当考虑０≤t＜t２ 时,有I(t２)＝０,I(t)＞０．以及当０≤t≤t２ 时R(t)＞０,则有I
􀅰
(t２)

＞０,且存在一个充分小的ε２,在(t２ －ε２,t２)上I(t)＜０．从而与当０≤t＜t２,有I(t２)＝０,I(t)＞
０相矛盾．同理可证当考虑０≤t＜t２ 时,有R(t２)＝０,R(t)＞０．以及当０≤t≤t２,有I(t)＞０的

情况时,若有R
􀅰
(t２)＞０,且存在一个充分小的ε２,在(t２－ε２,t２)上R(t)＜０．从而与当０≤t＜t２ 时

R(t２)＝０,R(t)＞０相矛盾．因此对任意t＞０,有I(t)＞０和R(t)＞０．最后易得对所有的t＞０,E(t)

＞０．故系统(１)的解是非负的．特别地,当S(０)＞０,E(０)＞０,I(０)＞０,R(０)＞０时,解是正的．
下面证明解是最终有界的．令

L(t)＝S(t)＋E(t)＋I(t)＋R(t)

沿着系统(１)的轨线求导得

L
􀅰
(t)＝S

􀅰
(t)＋E

􀅰
(t)＋I

􀅰
(t)＋R

􀅰
(t)≤Λ－μL(t)

所以,由比较定理得

limsup
t→＋∞

L(t)≤
Λ
μ

因此系统(１)的解是最终有界的．故命题得证．
由命题１可得到系统(１)的可行域为:
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Γ＝ (S(t),E(t),I(t),R(t))∈R４
＋:S(t)＋E(t)＋I(t)＋R(t)≤

Λ
μ{ }

下面就在Γ 里研究系统(１)的动力学性态．

１　 基本再生数和平衡点

通过下一代矩阵[８] 求解得到系统(１)的基本再生数

R０＝
１
２ μe－(k＋μ)τA＋ (μe－(k＋μ)τA)２＋４kA[ ]

这里

A＝
(μ＋δ)Əf

ƏI
(S０,０)

(μ＋k)[(μ＋δ)(μ＋γ＋α)－γδ]

　　 定理１　 当R０ ＜１时,系统(１)只有一个无病平衡点E０;当R０ ＞１时,除了无病平衡点E０ 外,系统

(１)还有一个唯一的地方病平衡点E１．

证 　 很容易证明系统(１)只有一个无病平衡点E０＝
Λ
μ

,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ ．下面证明当R０ ＞１时系统(１)只

有唯一一个正平衡点,令

Λ－μS－f(S,I)＝０

f(S,I)－e－(μ＋k)τf(S,I)－(μ＋k)E＝０

e－μτf(S,I)＋δR－(μ＋γ＋α)I＋kE＝０
γI－μR－δR＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２)

为了进一步简化表达,令

B＝
(μ＋k)[(μ＋δ)(μ＋γ＋α)－γδ]

(μe－(μ＋k)τ ＋k)(μ＋δ)

通过求解方程(２)得到:

S∗ ＝
Λ
μ

－
B
μ

I∗ 　　　E∗ ＝
(１－e－(k＋μ)τ)B

k＋μ
I∗ 　　　R∗ ＝

γ
μ＋δI∗

由于S∗ ＞０,所以有I∗ ＜
Λ
B．其中I∗ 是下面方程的正解:

g(I)＝f
Λ
μ

－
B
μ
I,Iæ

è
ç

ö

ø
÷－BI　　　I∈ ０,Λ

B
é

ë
êê

ù

û
úú

显然,g(０)＝０和g
Λ
B

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－Λ ＜０．

令

Υ０＝(μe－(k＋μ)τ ＋k)A
我们可以得到

R０＝
１
２ μe－(k＋μ)τA＋ (２－μe－(k＋μ)τA)２＋４(Υ０－１)[ ]

因此R０＝ １时,当且仅当Υ０＝ １．更进一步,对于R０ 是关于Υ０ 的一个单调函数,所以R０ ＞１当且

仅当Υ０ ＞１;当R０ ≤１当且仅当Υ０ ≤１．所以Υ０ 可以看作是与R０ 相互等价的一个阈值．又因为

Əf
ƏS

(S０,０)＝ ０,所以

g′(０)＝－
B
μ

Əf
ƏS

(S０,０)＋
Əf
ƏI

(S０,０)－B＝
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B (Υ０－１)＞０

所以系统(１)存在地方病平衡点E１ ＝ (S∗ ,E∗ ,I∗ ,R∗ )且满足S∗ ＞０,０＜I∗ ＜
Λ
B

,E∗ ＞０,

R∗ ＞０．

接下来,我们来证明E１ 是系统(１)唯一的正平衡点．利用假设的条件１),２)和I∗ ≤
Λ
B

,我们可以得到

g′(I∗ )＝－
B
μ

Əf
ƏS

(S∗ ,I∗ )＋
Əf
ƏI

(S∗ ,I∗ )－B＝

－
B
μ

Əf
ƏS

(S∗ ,I∗ )＋
１
I∗

Əf
ƏS

(S∗ ,I∗ )I∗ －f(S∗ ,I∗ )é

ë
êê

ù

û
úú ＜０

又由于g(I)是连续可微的,若g(I)＝０在区间 ０,Λ
B

é

ë
êê

ù

û
úú 至少存在两个正平衡点,则必须g′(I∗ )≥０,显然

是矛盾的．因此,我们证得当R０ ＞１时在可行域Γ 中系统(１)只有一个正平衡点E１．

２　 稳定性分析

定理２　 当R０ ≤１时,无病平衡点E０ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov泛函

V１(t)＝I(t)＋
k

μ＋kE
(t)＋

δ
μ＋δR

(t)＋μe－(μ＋k)τ

μ＋k∫
t

t－τ
f(S(ξ),I(ξ))dξ

沿着系统(１)的轨线求导数得:

dV１(t)
dt ＝

k＋μe－(k＋μ)τ

μ＋k f(S(t),I(t))－ (μ＋γ＋α)－
γδ

μ＋δ
é

ë
êê

ù

û
úúI(t)≤

k＋μe－(k＋μ)τ

μ＋k lim
I(t)→０

f(S０,I(t))－f(S０,０)
I(t)

é

ë
êê

ù

û
úúI(t)－

(μ＋γ＋α)(μ＋δ)－γδ
μ＋δ I(t)＝

(Υ０－１)(μ＋γ＋α)(μ＋δ)－γδ
μ＋δ I(t) (３)

因此R０ ≤１时,dV１(t)
dt ≤０．设D０＝{(S,E,I,R)|V

􀅰
１＝０}．易得E０＝

Λ
μ

,０,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 是在D０ 的最大

不变集．由LyapunovＧLaSalle不变集原理可以得到:当R０ ＜１时,无病平衡点E０ 是全局渐近稳定的．最后

我们在证明正平衡点E１ 的全局性态之前,先假设f(S,I)满足下列条件:

I
I∗ ≤

f(S,I)
(S,I∗ )≤１,当０＜I＜I∗ 时

１≤
f(S,I)
(S,I∗ )≤

I
I∗

,当I＞I∗ 时

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(４)

接下来,证明正平衡点E１ 的全局稳定性．
定理３　 假设k＝０,当R０ ＞１且条件(４)满足时,正平衡点E１ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov泛函

V２１(t)＝S(t)－S∗ －∫
S(t)

S∗

f(S∗ ,I∗ )
f(ξ,I∗ )dξ＋eμτ I－I∗ －I∗lnI

I∗
æ

è
ç

ö

ø
÷＋σR－R∗ －R∗lnR

R∗
æ

è
ç

ö

ø
÷

这里的σ＝
eμτδ

μ＋δ
是正常数．

沿着系统(１)的轨线求导数得:
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dV２１

dt ＝ １－
f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ [Λ－μS(t)－f(S(t),I(t))]＋

eμτ １－
I∗

I
æ

è
ç

ö

ø
÷ [e－μτf(S(t－τ),I(t－τ))＋δR(t)－(μ＋γ＋α)I(t)]＋

σ１－
R∗

R
æ

è
ç

ö

ø
÷ (γI(t)－μR(t)－δR(t))≜A１＋A２＋A３ (５)

由于

Λ＝μS∗ ＋f(S∗ ,I∗ )

将其代入A１ 得:

A１＝ １－
f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (μS∗ －μS(t)＋f(S∗ ,I∗ ))－f(S,I)＋f(S,I)f(S∗ ,I∗ )

f(S,I∗ )＝

－μ １－
f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (S(t)－S∗ )＋f(S∗ ,I∗ )－f(S∗ ,I∗ )f(S∗ ,I∗ )

f(S,I∗ )－

f(S,I)＋f(S,I)f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

注意:

A２＝f(S(t－τ),I(t－τ))－
I∗

If(S(t－τ),I(t－τ))＋eμτδR(t)－

eμτ(μ＋γ＋α)I(t)－eμτδR(t)I∗

I(t)＋eμτ(μ＋γ＋α)I∗

A３＝σγI(t)－eμτδR(t)－σγI(t)R
∗

R ＋eμτδR∗

将A１,A２,A３ 相加,得到:

dV２１(t)
dt ＝－μ １－

f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (S(t)－S∗ )＋f(S∗ ,I∗ )－f(S∗ ,I∗ )f(S∗ ,I∗ )

f(S,I∗ )－

f(S,I)＋f(S∗ ,I∗ )f(S,I)
f(S,I∗ )－

I∗

If(S(t－τ),I(t－τ))＋

f(S(t－τ),I(t－τ))－eμτ(μ＋γ＋α)I∗I(t)
I∗ －eμτδR∗ R(t)

R∗
I∗

I(t)＋

eμτ(μ＋γ＋α)I∗ ＋σγI∗I(t)
I∗ －σγI∗I(t)

I∗
R∗

R ＋eμτδR∗ (６)

定义

V２(t)＝V２１(t)＋V２２(t)
这里

V２２(t)＝∫
t

t－τ
f(S(ξ),I(ξ))－f(S∗ ,I∗ )－f(S∗ ,I∗ )lnf(S(ξ),I(ξ))

f(S∗ ,I∗ )
é

ë
êê

ù

û
úúdξ

沿着系统(１)的轨线求导数得:

dV２２(t)
dt ＝f(S(t),I(t))－f(S(t－τ),I(t－τ))－f(S∗ ,I∗ )ln f(S(t),I(t))

f(S(t－τ),I(t－τ)) (７)

因为f(S∗ ,I∗ )＝eμτ(μ＋γ＋α)I∗ －
γδ

μ＋δeμτI∗ ,R∗ ＝
γI∗

μ＋δ
,σ＝

eμτδ
μ＋δ

,可得:

dV２(t)
dt ＝－μ １－

f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (S(t)－S∗ )－f(S∗ ,I∗ )f(S∗ ,I∗ )

f(S,I∗ )－１æ

è
ç

ö

ø
÷＋

f(S∗ ,I∗ )f(S,I)
f(S,I∗ )－

I∗

If(S(t－τ),I(t－τ))－(f(S∗ ,I∗ )＋σγI∗ )I
I∗ －
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σγI∗ I∗

I(t)
R
R∗ ＋f(S∗ ,I∗ )＋σγI∗ ＋f(S∗ ,I∗ )lnf(S(t－τ),I(t－τ))

f(S(t),I(t)) ＋

σγI∗ I
I∗ －γI∗I(t)

I∗
R∗

R ＋γI∗æ

è
ç

ö

ø
÷ (８)

注意:

lnf(S(t－τ),I(t－τ))
f(S(t),I(t)) ＝lnI∗f(S(t－τ),I(t－τ))

I(t)f(S∗ ,I∗ ) ＋

lnf(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )＋lnI(t)f(S(t),I∗ )

I∗f(S(t),I(t))

为了更好地简化表达,在本文中引入下列一些记号:

B１＝－μ １－
f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (S(t)－S∗ )

B２＝－f(S∗ ,I∗ )f(S∗ ,I∗ )
f(S,I∗ )－１－lnf(S∗ ,I∗ )

f(S,I∗ )
æ

è
ç

ö

ø
÷

B３＝－f(S∗ ,I∗ )I∗f(S(t－τ),I(t－τ))
I(t)f(S∗ ,I∗ ) －１－lnI∗f(S(t－τ),I(t－τ))

I(t)f(S∗ ,I∗ )
æ

è
ç

ö

ø
÷

B４＝σγI∗ ２－
I(t)
I∗

R∗

R －
I∗

I(t)
R
R∗

æ

è
ç

ö

ø
÷

B５＝－f(S∗ ,I∗ )I(t)f(S(t),I∗ )
I∗f(S(t),I(t))－１－lnI(t)f(S(t),I∗ )

I∗f(S(t),I(t))
æ

è
ç

ö

ø
÷

B６＝f(S∗ ,I∗ ) f(S(t),I∗ )
f(S(t),I(t))－１æ

è
ç

ö

ø
÷
I(t)
I∗ －

f(S(t),I(t))
f(S(t),I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ (９)

因此由(８),(９)式得到:

dV２(t)
dt ≜B１＋B２＋B３＋B４＋B５＋B６

通过(４)式,我们可以得到不等式:

f(S∗ ,I∗ ) f(S(t),I∗ )
f(S(t),I(t))－１æ

è
ç

ö

ø
÷
I(t)
I∗ －

f(S(t),I(t))
f(S(t),I∗ )

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０

成立．因此,dV２

dt ≤０和
dV２

dt ＝０当且仅当S＝S∗ ,I＝I∗ ,R＝R∗ ．通过LaSalle􀆳sinvariance原理,系统

(１)的子系统趋向最大的不变集M ⊂ {(S,I,R):S＝S∗ ,I＝I∗ ,R＝R∗ }．通过系统(１)的第二个方程

我们获得E(t)＝∫
t

t－τ
f(S(u),I(u))e－μ(t－u)

du．然后结合若R０ ＞１,有lim
t→＋∞

S(t)＝S∗ ,lim
t→＋∞

I(t)＝I∗ ,lim
t→＋∞

R(t)＝R∗ ．利用洛必达法则,我们可以得:

lim
t→＋∞

E(t)＝E∗

因此,当R０ ＞１时,系统(１)的地方病平衡点E１ 是全局渐近稳定的．

３　 结 　 论

本文建立了一个考虑非线性发生率和离散时滞的结核病传播模型．在计算得到基本再生数的表达式的

同时获得了与R０ 相互等价的阈值Υ０．通过构造合适的Lyapunov泛函,得到当R０ ≤１时,无病平衡点E０

是全局渐近稳定的;当R０ ＞１,k＝０和发生率函数满足一些条件时,地方病平衡点是全局渐近稳定的．最

后应该指出,本文只获得了在k＝０的情况下,正平衡点的全局稳定性,还未得到满足k＞０时,正平衡点

E１ 的全局稳定性,在今后将进一步研究．
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StabilityAnalysisofaTuberculosisTransmission
ModelwithGeneralIncidence

ZENG　Hao,　WANG WenＧdi,　YAN　Chao,　GOUZhiＧxue
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:Inthispaper,atuberculosistransmissionmodelconcerningthegeneralincidences,discretetime
delayanddiseaserelapseisstudied．Weprovethepositivityandboundednessofthesolutionsandobtain
thebasicreproductionnumberR０．UsingthemethodofLyapunovfunctions,weobtainthatwhenR０≤１,

thediseaseＧfreeequilibriumisgloballyasymptoticallystable;andwhenR０＞１,thereexistsauniqueenＧ
demicequilibrium,whichisgloballyasymptoticallystableundercertainconditions．
Keywords:incidence;relapse;globalstability;Lyapunovfunction
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