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麦克斯韦分布极值的矩的渐近展开①
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摘要:得到了麦克斯韦分布规范化最大值的矩的高阶渐近展开式．作为辅助结果,得到了规范化最大值的矩的趋于

相应的极值分布的矩的收敛速度．
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设{Xn,n ≥１}是一列独立同服从麦克斯韦分布的随机变量序列．Mn ＝max
１≤k≤n

Xk 表示随机变量序列

{Xn,n ≥１}的部分最大值．麦克斯韦分布的概率密度定义为
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其中参数σ＞０,令Fσ(x)表示相应的麦克斯韦分布函数．
文献[１]研究了麦克斯韦分布的Mills􀆳类型率和分布的尾部表示,并且证明Fσ ∈D(Λ),即:存在赋范

常数an ＞０和bn ∈R使得
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其中

Λ(x)＝exp(－exp(－x))
文献[２]得到了独立同服从麦克斯韦分布的随机变量序列最大值分布的一致收敛速度．文献[３]将文献[２]
的结果推广到广义麦克斯韦分布．对于规范化最大值分布的高阶渐近展开,见参考文献[４－５]．

文献[６－７]研究了极值的矩收敛．对于更多的详细内容可参阅参考文献[８]．本文主要研究麦克斯韦分

布最大值的矩的高阶渐近展开．对于麦克斯韦分布,上面已经提到文献[１]证明了在赋范常数an 和bn 满足

下列方程:
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的条件下,(１)式成立．由文献[８]命题２􀆰１􀃢 知,对于所有的正整数r和充分大的n,有
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下面将得到E Mn －bn
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è
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的渐近展开,进而得到Δr(n)的收敛速度．有关给定分布极值的分布和矩的渐近
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展开的研究,见参考文献[９－１２]．
对于非负整数r,令
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分别表示
Mn －bn

an
和X ~Λ(x)的r阶矩,并且赋范常数an 和bn 由(２)式给出．

定理１　 设独立同分布的随机变量序列{Xn,n≥１}都服从麦克斯韦分布．赋范常数an 和bn 由(２)式

给出．当n → ∞ 时,有
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由(２)式可得,b２
n ~２σ２logn,从而,由定理１可得如下所述的矩的收敛速度．

推论１　 对于麦克斯韦分布规范化最大值的矩,当n 充分大时,有
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　　 为了证明主要结果,我们给出几个必要的引理,其中引理１和引理２分别是文献[１]中的定理１和文献

[５]中的定理１．
引理１[１]　 设Fσ(x)和fσ(x)分别表示麦克斯韦分布的累积分布函数和概率密度函数．对于一切x ＞

０,有
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　　 引理２[５]　设Fσ(x)表示麦克斯韦分布的累积分布函数．赋范常数an 和bn 由(２)式给出．当n→∞时,
有
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其中:
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　　 引理３　 对于任意常数０＜d ＜１和i,j≥０,有
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　　 证 　 证明与文献[１０]中的引理１证明类似．
引理４　 对于任意常数０＜d ＜１和i,j≥０,有
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又因为对一切k＞０,有
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所以,当n → ∞ 时,
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　　 引理５　 对于任意的i≥０,则有
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　　 证 　 由文献[１]中定理２和文献[５]中引理３,对于充分大的x ＞０,有麦克斯韦分布下的尾部表示:
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其中,当x →＋∞ 时,c(x)→c,g(t)→１,并且在(１,＋∞)上,辅助函数

f(t)＝σ２t－１ ＞０
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我们重申１－Fσ(bn)＝n－１ 且an＝f(bn)．由类似于文献[８]引理２􀆰２的证明,对于x ＞０,任意的ε＞０和

充分大的n,可得
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结论得证．
引理６　 设hn(x)＝nlogFσ(anx＋bn)＋exp(－x),０＜d＜１,赋范常数an 和bn 由(２)式给出．对

充分大的n 和所有的x ＞－dlogbn,有|hn(x)|＜３一致成立．
证 　 对充分大的x ＞０,由分部积分法可得,

１－Fσ(x)＝σ２fσ(x)x－１＋r(x)＝σ２fσ(x)x－１(１＋σ２x－２)－s(x) (６)
其中

０＜r(x)＜σ３fσ(x)x－３　　　s(x)＞０ (７)
令

ϕn(x)＝１－Fσ(anx＋bn)
且

nlogFσ(anx＋bn)＝－nϕn(x)－Rn(x)
由于当０＜x ＜１时,

－x－
x２

２(１－x)＜log(１－x)＜－x

从而,
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因此,
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又对于x ≥０,则有
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致成立．结论得证．
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引理７　 对于充分大的n和所有的x ＞－dlogbn,有xrb２
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容易验证,对于充分大的n 和所有的x ＞－dlogbn 有anx＋bn ＞０．由引理１,对于x ＞－dlogbn 有
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１－Fσ(bn) [Gn(x)＋Hn(x)－In(x)＋Jn(x)] (１４)

其中:

Gn(x)＝b４
n(Bσ(n,x)－１),Hn(x)＝

b４
nBσ(n,x)∫

x

０

an(ant＋bn)
σ２ －

an

ant＋bn
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷dt－

１
２σ

２(x２－２x)b－２
n

æ

è
ç

ö

ø
÷

In(x)＝
１
２b

２
nBσ(n,x)σ２(x２－２x)∫

x

０

an(ant＋bn)
σ２ －

an

ant＋bn
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷dt

Jn(x)＝b４
nBσ(n,x)１－

１
２σ

２(x２－２x)b－２
n

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

∞

k＝２

∫
x

０

an(ant＋bn)
σ２ －

an

ant＋bn
－１

æ

è
ç

ö

ø
÷dtæ

è
ç

ö

ø
÷

k

k!
首先,考虑Gn(x)的界．对于充分大的n 和所有的x ＞－dlogbn,有

|Gn(x)|＜ (１－σ４b－４
n (１＋σ２b－２

nx)－４)－１×

５第３期　　　　　　　　　　黄建文,等:麦克斯韦分布极值的矩的渐近展开



[σ２b２
n(１＋σ２b－２

nx)－２|(１＋σ２b－２
nx)２－１|＋σ４|１－(１＋σ２b－２

nx)－４|＋O(b－２
n )]＜

(１－σ４b－４
n (１－dσ２b－２

nlogbn)－４)－１×
[σ２(１－dσ２b－２

nlogbn)－２(σ４b－２
nx２＋２σ２|x|)＋σ４＋σ４(１－dσ２b－２

nlogbn)－４＋O(b－２
n )]＜

２(x２＋２σ２|x|＋２σ４) (１５)
类似地,对于 Hn(x),In(x),Jn(x)的界,对于所有的x ＞－dlogbn,当n 充分大时,则

|Hn(x)|＜σ２|σ－２－d|－１x２ (１６)

|In(x)|＜σ２(x２＋２|x|)[２－１σ２x２＋|σ－２－d|－１|x|] (１７)
并且

|Jn(x)|＜ １＋
１
２σ

２(x２＋２|x|)æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２σ

２x２＋ |x|
|σ－２－d|

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

exp
d

|σ－２－d|
æ

è
ç

ö

ø
÷ (１８)

因此,结合(１１)－(１８)式,结论得证．
定理１的证明 　 对一切正整数r,有

∫
０

－∞
|x|rfσ(x)dx ＜＋∞

从而,由文献[８]中命题２􀆰１􀃢 知

lim
n→∞

mr(n)＝lim
n→∞

E Mn －bn

an

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

＝mr ＝∫
＋∞

－∞
xrdΛ(x)＝(－１)rΓ(r)(１)

其中Γ(r)(１)表示伽玛函数Γ(􀅰)的r阶导数在x＝１处的值．因此,对于充分大的n,mr(n)是有限的,且

mr(n)－mr ＝∫
＋∞

－∞
xrd(Fσ(anx＋bn)－Λ(x))

注意到

∫
０

－∞
|x|rfσ(x)dx ＜＋∞

从而可得

lim
x→－∞

|x|rFσ(x)＝０

结合Cr 不等式知

０≤limsup
x→－∞

|x|rFn
σ(anx＋bn)≤ lim

y→－∞

２r－１(|y|r ＋|br
n|)

ar
n

Fn
σ(y)＝０

从而

lim
x→－∞

xrFn
σ(anx＋bn)＝０ (１９)

因此,由(４)和(１９)式,可得

lim
x→＋∞

xr(Fn
σ(anx＋bn)－Λ(x))＝lim

x→＋∞
xr(１－Λ(x))－

lim
x→＋∞

xr(１－Fn
σ(anx＋bn))＝０

并且

lim
x→－∞

xr(Fn
σ(anx＋bn)－Λ(x))＝lim

x→－∞
xrFn

σ(anx＋bn)－lim
x→－∞

xrΛ(x)＝０

因此,由分部积分法可得,

mr(n)－mr ＝－r∫
＋∞

－∞
xr－１(Fn

σ(anx＋bn)－Λ(x))dx (２０)

并且

∫
＋∞

－∞
xr＋１exp(－２x)Λ(x)dx＝－(r＋１)mr ＋mr＋１ (２１)

由(４),(２０)和(２１)式,引理２－７以及控制收敛定理,当n → ∞ 时,则

b２
n[b２

n(mr(n)－mr)＋２－１rσ２(mr＋１－mr)]＝

－r∫
－dlogbn

－∞
b２

n[b２
nxr－１(Fn

σ(anx＋bn)－Λ(x))－xr－１k(x)Λ(x)]dx－
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r∫
＋∞

－dlogbn
b２

n[b２
nxr－１(Fn

σ(anx＋bn)－Λ(x))－xr－１k(x)Λ(x)]dx →

－r∫
＋∞

－∞
w(x)＋

k２(x)
２

æ

è
ç

ö

ø
÷xr－１Λ(x)dx＝

rσ４ １
２

(r－３)mr －
１
２

(r＋３)mr＋１＋
１
８

(r＋３)mr＋２
æ

è
ç

ö

ø
÷

定理得证．
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AsymptoticExpansionoftheMomentof
ExtremeValuefrom MaxwellDistribution
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Abstract:Inthispaper,wederivethehighＧorderasymptoticexpansionofthemomentofnormalizedmaxiＧ
maforMaxwelldistribution．Asabyproduct,wededucetheconvergencerateofthemomentofnormalized
maximatothemomentofthecorrespondingextremevaluedistribution．
Keywords:expansionofmoment;extremeＧvaluedistribution;maxima;Maxwelldistribution
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