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一类考虑胞胞感染的HIVＧ１的
时滞动力学模型的稳定性分析①

闫　千,　刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:建立一个同时考虑病毒感染和胞胞感染并且带有一般发生率的连续时滞动力学模型．首先,证明了模型解的

正性和有界性,并给出基本再生数R０．其次,讨论了模型平衡点、无病平衡点始终存在,而当R０ ＞１时,存在唯一

的正平衡点．最后,通过构造 Lyapunov泛函,得到了无病平衡点的全局稳定性及正平衡点的全局稳定性．
关　键　词:胞胞感染;Lyapunov泛函;全局稳定性;病毒动力学
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众所周知,CD４＋T细胞是人类免疫缺陷病毒１型(HIVＧ１)感染的主要靶细胞．近几十年来,人们认为

HIVＧ１在宿主体内传播主要是通过病毒颗粒的自由流通,有一个反复的过程．这个过程表明大量的病毒颗

粒从感染细胞通过病毒学突触转移到未受感染的细胞[１]．事实上,对 HIVＧ１研究发现胞胞感染是比病毒感

染细胞的机制更高效的病毒传播手段．细胞与细胞之间的传播不仅有利于快速传播病毒也会促进对免疫系

统的侵袭．细胞与细胞之间的 HIVＧ１病毒的扩散可以减少抗体和病毒抑制剂的有效性．然而,目前还不清

楚这种机制是否敏感或耐药．
不同的数学模型已被用来代表人类免疫缺陷病毒(HIV)和CD４＋T细胞之间的相互作用[２－８]．本文为了

同时研究胞胞感染和病毒感染,在文献[４,９－１１]的基础上提出了一个更为一般的发生率

θ(t)＝β１h(x(t))g(y(t))＋β２h(x(t))z(v(t)) (１)

１　 模型及解的适定性

根据以上生物背景及发生率(１),在文献[１１]的基础上,建立了如下模型

dx
dt＝α－μ１x－β１h(x(t))g(y(t))－β２h(x(t))z(v(t))

dy
dt＝∫

∞

０
f１(τ)[β１h(x(t－τ))g(y(t－τ))＋β２h(x(t－τ))z(v(t－τ))]dτ－μ２y

dv
dt＝k∫

∞

０
f２(τ)y(t－τ)dτ－μ３v

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(２)

其中:x(t),y(t),v(t)分别是健康T 细胞、具有感染性的受感染T 细胞、病毒粒子在时刻t的密度;α是

健康T 细胞常数增长率;μ１,μ２,μ３ 分别是健康T 细胞、具有感染性的受感染T 细胞、病毒粒子的自然死亡
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率;β１h(x(t))g(y(t))为受感染T 细胞感染健康T 细胞的函数;β２h(x(t))z(v(t))为病毒感染健康T 细

胞的函数;k
μ２

为一个受感染T 细胞死亡时释放出的病毒粒子个数;f１(τ)为一个健康T 细胞在t－τ时刻

被感染,在τ时刻存活且具有感染性的概率;f２(τ)为一个病毒粒子在t－τ时刻被释放,到t时刻存活且具

有感染性的概率．所有参数均为正数．我们假设fi(τ),i＝１,２,满足以下条件

fi(τ)≥０　　　∫
∞

０
fi(τ)dτ＜１　　　∫

∞

０
fi(τ)esτdτ≤ ∞,s＞０

这里的fi(τ)是由一个概率密度分布函数和一个存活概率分布函数共同决定的,因此∫
∞

０
fi(τ)dτ＜１．

对于模型(２)中的h(x),g(y)和z(v),我们做出如下假设

(H１)h(０)＝０,h(x)＞０,∀x ＞０,h′(x)＞０,∀x ≥０,lim
x→∞

h′(x)＜ ∞;

(H２)g(０)＝０,g(y)＞０,∀y ＞０,g′(y)＞０,∀y ≥０,lim
y→∞

g′(y)＜ ∞;

(H３)z(０)＝０,z(v)＞０,∀v ＞０,z′(v)＞０,∀v ≥０,lim
v→∞

z′(v)＜ ∞;

(H４)yg′(y)－g(y)≤０,∀y ≥０;vz′(v)－z(v)≤０,∀v ≥０．
为了研究系统(２)我们定义变换ϕ(θ)t＝ϕ(t＋θ)和一个非负连续的Banach空间[１２]

X:＝C((－∞,０],R)×C((－∞,０],R)×C((－∞,０],R)

　　 引理１　 如果(x(t),y(t),v(t))是系统(２)在初值为

ϕ ∈X０:＝ {ϕ ＝ (ϕ１(θ),ϕ２(θ),ϕ３(θ))∈X:存在某些θ∈ (－∞,０]ϕ１(θ)＞０,ϕ２(θ)＞０或ϕ３(θ)＞０}
的任一解,则对于任意t≥０都有(x(t),y(t),v(t))是正的且一致最终有界的．

证 　 由系统(２)的第一个方程中可以得到:

dx
dt x＝０

＝α＞０,x′≤α－μ１x

利用比较定理[１３] 可以得到０＜x(t)≤
α
μ１

．

下面证明y(t),v(t)的正性．从系统(２)第二、第三个方程中我们可以得到:

y(t)＝e－δty(０)＋∫
t

０
e－δ(t－ξ)

r(ξ)dξ　　　v(t)＝e－ctv(０)＋∫
t

０
e－c(t－ξ)

k(ξ)dξ

由ϕ∈X０ 可得对于一个充分小的t＞０,有y(t)＞０或v(t)＞０．我们现在要证对于任意t＞０,有y(t)＞０,

v(t)＞０．利用反证法,假设存在一个t２ ＞０,使得

min{y(t２),v(t２)}＝０
第一次达到．若y(t２)＝０,则当０≤t＜t２ 时,y(t)＞０,并且v(t)＞０,同时

dy(t２)
dt ＝∫

∞

０
f１(τ)[β１h(x(t２－τ))g(y(t２－τ))＋β２h(x(t２－τ))z(v(t２－τ))]dτ＞０

这与y(t２)＝０矛盾．若v(t２)＝０,则当０≤t＜t２ 时,y(t)＞０,并且v(t)＞０,同时

dv(t２)
dt ＝k∫

∞

０
f２(τ)y(t２－τ)dτ＞０

这与v(t２)＝０矛盾．因此对于任意的t＞０,有y(t)＞０,v(t)＞０．
y(t),v(t)有界性的证明．首先构造一个辅助函数G(t)

G(t)＝∫
∞

０
f１(τ)x(t－τ)dτ＋y(t)

dG
dt＝αη１－μ１∫

∞

０
f１(τ)x(t－τ)dτ－μ２y(t)≤αη１－dG

其中

d＝min{μ１,μ２}　　　ηi＝∫
∞

０
fi(τ)dτ＜１　　　i＝１,２
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从而可得

y(t)∞ ＜G(t)∞ ≤
αη１

d
进而结合(２)式中第三个方程可得

dv
dt＝k∫

∞

０
f２(τ)y(t－τ)dτ－μ３v ≤

kη２αη１

d －cv

从而可得

v(t)∞ ≤
kη２αη１

cd
证毕．

由引理１可得系统(２)的可行域为

Ω＝ (x,y,v)|０＜x ＜
α
μ１

,０＜y ＜
αη１

d
,０＜v ＜

kη２αη１

cd{ }
本文将在Ω 里研究系统(２)的动力学性态．

２　 基本再生数和平衡点

从生物学角度我们做如下假设

R０１＝β２h
α
μ１

æ

è
ç

ö

ø
÷z′(０)􀅰１

μ２
􀅰η１􀅰

kη２

μ３

R０２＝β１h
α
μ１

æ

è
ç

ö

ø
÷g′(０)􀅰１

μ２
􀅰η１ (３)

根据文献[１１]中的研究,我们定义系统(２)的基本再生数为

R０＝R０１＋R０２ (４)

　　 引理２　 系统(２)始终存在无病平衡点E０;特别地,如果R０ ＞１,系统(２)还存在唯一的正平衡点E１．
　　 证 　 系统(２)的右端等于０时,可以得到下面方程组

０＝α－μ１x－β１h(x)g(y)－β２h(x)z(v)

０＝η１h(x)(β１g(y)＋β２z(v))－μ２y
０＝kη２y－μ３v

ì

î

í

ï
ï

ïï

(５)

解方程组(５),得

x＝
αη１－μ２y

μ１η１
　　　v＝

kη２y
μ３

(６)

易知E０＝(x０,y０,v０)＝
α
μ１

,０,０æ

è
ç

ö

ø
÷ 恒为方程组(５)的一个解．

下面讨论E１＝(x１,y１,v１)的情况．将式(６)带入方程组(５)的第二个方程可得

η１h
αη１－μ２y１

μ１η１

æ

è
ç

ö

ø
÷ β１g(y１)＋β２z

kη２y１

μ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú－μ２y１＝０

因为x１ ＞０,所以y１ ＜
αη１

μ２
．构造一个在 ０,αη１

μ２

é

ë
êê

ù

û
úú 上连续可微的函数

φ(y):＝η１h
αη１－μ２y

μ１η１

æ

è
ç

ö

ø
÷ β１g(y)＋β２z

kη２y
μ３

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú－μ２y

φ(０)＝０,φ
αη１

μ２

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－αη１ ＜０,φ′(０)＝μ２(R０－１) (７)

通过(７)式,可以得到E１ 的存在性情况．
再证E１ 的唯一性．
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φ′(y１)＝－μ２

μ１
h′(x１)(β１y１＋β２v１)＋η１β１h(x１)

y１
[y１g′(y１)－g(y１)]＋

kη１η２β２h(x１)
μ３v１

[v１z′(v１)－z(v１)]

由假设(H４)知,在任何一个正平衡点 E１ 处,φ′(y１)＜ ０．因为φ(y)是连续可微的,如果在区间

０,αη１

μ２

é

ë
êê

ù

û
úú 上φ(y)＝０存在至少两个解,则必有一个平衡点E＋

１ ＝(x＋
１ ,y＋

１ ,v＋
１)满足φ′(y＋

１)≥０,与上述

结论矛盾．因此E１ 是当R０ ＞１时唯一的正平衡点．证毕．

３　 稳定性分析

本节将讨论系统(２)在平衡点E０,E１ 处关于基本再生数R０ 不同条件下的全局稳定性．为了下面讨论

方便,本文做如下的符号变换

h＝h(x(t))　　　h０＝h(x０)　　　h１＝h(x１)　　　h′１＝h′(x１)　　　hτ ＝h(x(t－τ))

g＝g(y(t))　　　g′０＝h′(y０)　　　g１＝g(y１)　　　g′１＝g′(y１)　　　gτ ＝g(y(t－τ))

z＝z(v(t))　　　z′０＝z′(v０)　　　z１＝z(v１)　　　z′１＝z′(v１)　　　zτ ＝z(v(t－τ))

x＝x(t)　　　y＝y(t)　　　v＝v(t)　　　yτ ＝y(t－τ)

　　 定理１　 如果R０ ＜１,无病平衡点E０ 全局渐近稳定．
　　 证 　 定义一个如下的Lyapunov泛函

L１(t)＝μ３y＋β２h０z′０η１v＋kβ２h０z′０η１∫
∞

０
f２(τ)∫

t

t－τ
y(s)dsdτ＋

μ３∫
∞

０
f１(τ)∫

t

t－τ
[β１h(x(s))g(y(s))＋β２h(x(s))z(v(s))]dsdτ

L１(t)沿着系统(２)轨线的全导数为:

dL１(t)
dt ＝－μ２μ３y－μ３β２h０z′０η１v＋kβ２h０z′０η１η２y＋μ３η１β１hg＋μ３η１β２hz

将(３),(４)式带入上式可得

dL１(t)
dt ＝yμ２μ３(R０－１)＋μ３η１β１(hg－h０g′０y)＋μ３η１β２(hz－h０z′０v)

由引理１和假设(H１)－(H４)得,

hg－h０g′(０)y ≤h０(g－g′０y)＝h０y
g
y －g′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h０ylim

y→０

g
y －g′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０

hz－h０z′(０)v ≤h０(z－z′０v)＝h０v
z
v －z′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤h０vlim

v→０

z
v －z′０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤０

因此,当R０ ＜１时,dL１(t)
dt ≤０．容易看出{E０}是D０＝{(x,y,v)|L

􀅰
１＝０}的最大不变集．根据LaSalle

不变集原理[１４],E０ 是全局渐近稳定的．证毕．
定理２　 如果R０ ＞１,正平衡点E１ 全局渐近稳定．
证 　 首先定义一个辅助函数P(θ)＝θ－１－lnθ,其中P(θ)≥０(∀θ＞０),并且P(θ)＝０当且仅当

θ＝１．
定义如下一个Lyapunov泛函

L２(t)＝x－x１－∫
x

x１

h１

h(θ)dθ＋
y１

η１
P y

y１

æ

è
ç

ö

ø
÷＋β２h１z１

μ３v１
P v

v１

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

β２h１z１

η２ ∫
∞

０
f２(τ)∫

t

t－τ
P y(s)

y１

æ

è
ç

ö

ø
÷dsdτ＋

β２h１z１

η１ ∫
∞

０
f１(τ)∫

t

t－τ
P h(x(s))z(v(s))

h１z１

æ

è
ç

ö

ø
÷dsdτ＋
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β１h１g１

η１ ∫
∞

０
f１(τ)∫

t

t－τ
P h(x(s))g(y(s))

h１g１

æ

è
ç

ö

ø
÷dsdτ

L２(t)沿着系统(２)轨线的全导数为:

dL２(t)
dt ＝ －μ１ １－

h１

h
æ

è
ç

ö

ø
÷ (x－x１)

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S１

＋β１h１g１
y
y１

g
g１

－１æ

è
ç

ö

ø
÷
y１

y －
g１

g
æ

è
ç

ö

ø
÷－P h１

h
æ

è
ç

ö

ø
÷－P

g１y
gy１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S２

＋

β２h１z１
v
v１

z
z１

－１æ

è
ç

ö

ø
÷
v１

v －
z１

z
æ

è
ç

ö

ø
÷－P h１

h
æ

è
ç

ö

ø
÷－P z１v

zv１

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S３

－β１h１g１

η１ ∫
∞

０
f１(τ)P hτgτy１

h１g１y
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S４

－β２h１z１

η１ ∫
∞

０
f１(τ)P hτzτy１

h１z１y
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S５

－β２h１z１

η２ ∫
∞

０
f２(τ)P

yτv１

y１v
æ

è
ç

ö

ø
÷dτ

􀮩 􀮫􀮪􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁 􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁􀪁S６

通过假设(H２),我们容易得出S１ ＜０．由假设(H４)可以得出

g
g１

－１æ

è
ç

ö

ø
÷
y１

y －
g１

g
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＜０　　　∀t＞０

z
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因此S２,S３ ＜０．然后根据P(θ)的性质可以得到,当R０ ＞１时,dL２(t)
dt ≤０．容易看出{E１}是D１＝{(x,

y,v)|L
􀅰

２＝０}的最大不变集．根据LaSalle不变集原理[１４],E１ 是全局渐近稳定的．证毕．

４　 结论及讨论

本文给出了基本再生数R０ 的表达式(４),这与不考虑胞胞感染的基本再生数R０１(３)式相比可知:忽略

胞胞感染会过低估计系统基本再生数．在本文的模型中,我们没有对感染阶段做一个详细的讨论,只做了

一个简单的划分．同时也没有考虑体液免疫和CTL免疫反应,这将会在我们接下来的工作中进一步研究．
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AnHIVＧ１ModelwithCellＧtoＧCellTransmission
andVirusＧtoＧCellInfection

YAN　Qian,　LIUXianＧning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:Inthispaper,westudythedynamicsofanHIVＧ１modelwithcellＧtoＧcelltransmission,virusＧtoＧ
cellinfectionandageneralincidencerate．Byarigorousanalysis,weshowthatthemodelhasthreshold
dynamics,fullydescribedbythebasicreproductionnumberR０．IfR０＜１,theinfectionＧfreeequilibriumis
globallyasymptoticallystableandtheHIVＧ１virusesarecleared．IfR０＞１,thepositiveequilibriumisglobＧ
allyasymptoticallystableandtheHIVＧ１virusesarepersistent．TheirglobalstabilityisestablishedbyuＧ
singtheLyapunovfunctionalmethodandLaSalle􀆳sinvariantprinciple．
Keywords:cellＧtoＧcelltransmission;Lyapunovfunctional;globalstability;viraldynamics
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