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一个矩阵F 范数不等式的推广①

伍俊良, 石聪聪

重庆大学 数学与统计学院,重庆401331

摘要:首先给出一个关于算术几何均值与Cauchy-Schwarz不等式的矩阵F 范数不等式的推广形式,然后得到了

一个矩阵酉不变范数下的Cauchy-Schwarz插值不等式.
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近年来,数值不等式与矩阵不等式之间的联系引起许多学者的注意.人们不断发现,许多数值不等式

对于矩阵的一些特征量或者矩阵的一些范数形式也成立,这为人们研究矩阵理论提供了新的思路,那就是

基于许多优美的数值不等式,人们能否寻找到更多的矩阵不等式(如特征值不等式、奇异值不等式、扰动不

等式、展形等以及各种形式的范数不等式,如F 范数、P 范数、2 范数等),进而用于解决其它学科的问

题.文献[1]基于这种思想,得到一个关于算术几何均值与Cauchy-Schwarz不等式的矩阵范数不等式.本文

将给出文献[1]的结果在F 范数条件下的一种新的形式,它使得文献[1]的结果成为本文结果的特例.
数值型的算术几何均值不等式与Cauchy-Schwarz不等式是我们所熟知的,众多文献表明,对于矩阵,

也有类似于数值形式的算术几何均值不等式与Cauchy-Schwarz不等式,比如最典型的就是如下两个矩阵

不等式:

2‖A*B‖ ≤ ‖AA* +BB*‖   ‖A*B‖2 ≤ ‖AA*‖‖BB*‖
它们分别类似于数值形式的算术几何均值不等式与Cauchy-Schwarz不等式.基于这两种矩阵不等式,各种

推广形式的矩阵不等式不断呈现.文献[2]对已有不等式2‖A*B‖ ≤ ‖AA* +BB*‖ 进行推广,得到

2‖A*XB‖≤‖AA*X+XBB*‖.文献[3]在已有结论‖A*B‖2≤‖AA*‖‖BB*‖的基础上得到更

为一般的不等式 ‖A*XB‖2 ≤ ‖AA*X‖‖XBB*‖(其中A,B,X 皆为任意n阶矩阵,‖·‖ 表示酉不

变范数).
对于数值形式的Young不等式及其它的各种扩展形式,如(p,q) 型的Young不等式:

apbq ≤
p

p+q
ap+q +

q
p+q

bp+q

其中a,b,p,q>0,人们也得到许多相应形式的矩阵不等式.当A,B ≥0时,矩阵酉不变范数不等式

‖ApXBq‖ ≤
p

p+q
‖Ap+qX‖+

q
p+q

‖XBp+q‖ (1)

也成立.由此,它为人们研究矩阵理论提供了丰富的想像空间,文献[4]引入变量r,得到比(1)式更一般的

结果,那就是当p≥q≥r≥0时,

‖ApXBq‖ ≤
p-q+r
p-q+2r

‖Ap+rXBq-r‖+
r

p-q+2r
‖Aq-rXBp+r‖ (2)
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成立.文献[4]还表明,

f(r)=
p-q+r
p-q+2r

‖Ap+rXBq-r‖+
r

p-q+2r
‖Aq-rXBp+r‖

是单调函数,进而又得到如下包含参数r的更一般化的范数不等式

‖ApXBq‖ ≤
p-q+r
p-q+2r

‖Ap+rXBq-r‖+
r

p-q+2r
‖Aq-rXBp+r‖ ≤

p
p+q

‖Ap+qXB‖+
q

p+q
‖XBp+q‖

最近,文献[1]得到一个将矩阵范数不等式

2‖A*B‖ ≤ ‖AA* +BB*‖
与

‖A*B‖2 ≤ ‖AA*‖‖BB*‖
统一起来的插值不等式

‖A*B‖2 ≤ ‖qAA* +(1-q)BB*‖‖(1-q)AA* +qBB*‖
其中q∈ [0,1].基于这一思想,我们考虑能否将

2‖A*XB‖ ≤ ‖AA*X+XBB*‖
与

‖A*XB‖2 ≤ ‖AA*X‖‖XBB*‖
统一起来得到一个酉不变范数不等式

‖A*XB‖2 ≤ ‖qAA*X+(1-q)XBB*‖‖(1-q)AA*X+qXBB*‖
  本文将证明在F 范数情形下推断是正确的.在这个推断下,同时给出几个相关的结论,其中包括对

‖AXB‖2 ≤ ‖A2X‖‖XB2‖ 进行推广得到如下一个插值不等式

‖AXB‖2 ≤ ‖ApXB2-p‖‖A2-pXBp‖ ≤ ‖A2X‖‖XB2‖ (3)
其中p∈ [1,2].当p∈ [1,2]时,我们将证明f(p)=‖ApXB2-p‖‖A2-pXBp‖ 是单调的.

定理1 对于任意矩阵A,B,X 及任意实数q∈ [0,1],有

‖A*XB‖2F ≤ ‖qAA*X+(1-q)XBB*‖F‖(1-q)AA*X+qXBB*‖F

  证  对不等式的左右两边平方,有

‖A*XB‖4F ≤ ‖qAA*X+(1-q)XBB*‖2F‖(1-q)AA*X+qXBB*‖2F (4)
为叙述方便,记:

AA*X=A1   XBB* =B1

显然不等式(4)的左边为

(tr(B*X*AA*XB))2=(tr(A1B*
1 ))2

不等式(4)的右边为

I=‖qAA*X+(1-q)XBB*‖2F‖(1-q)AA*X+qXBB*‖2F =
[tr(qA*

1 +(1-q)B*
1 )(qA1+(1-q)B1)][tr((1-q)A*

1 +qB*
1 )((1-q)A1+qB1)]

由于:

trA*
1B1=tr(X*AA*XBB*)   trB*

1A1=tr(BB*X*AA*X)
即

trA*
1B1=trB*

1A1

故

I=[tr(q2A*
1A1+2q(1-q)A*

1B1+(1-q)2B*
1B1)][tr((1-q)2A*

1A1+2q(1-q)A*
1B+q2B*

1B)]=
q1(1-q)2[(trA*

1A1)2+(trB*
1B1)2]+2q3(1-q)[(trA*

1A1)+(trB*
1B1)](trA*

1B)+
2q(1-q)3[(trA*

1A1)+(trB*
1B1)](trA*

1B1)+[q4+(1-q)4](trA*
1A1)(trB*

1B1)+
4q2(1-q)2(trA*

1B1)2
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因为a+b≥2 ab,故

I≥2q2(1-q)2(trA*
1A1)(trB*

1B1)+4q3(1-q)[(trA*
1A1)(trB*

1B1)]
1
2(trA*

1B1)+

4q(1-q)3[(trA*
1A1)(trB*

1B1)]
1
2(trA*

1B1)+[q4+(1-q)4](trA*
1A1)(trB*

1B1)+
q2(1-q)2(trA1B*

1 )2

如果记A=[aij],B=[bij],则:

trA1A*
1 =∑

n

i,j
aij

2   trB1B*
1 =∑

n

i,j
bij

2   trA1B*
1 =∑

n

i,j
aijb*

ij

由Cauchy-Schwarz不等式

∑
n

i,j
aij

2( ) ∑
n

i,j
bij

2( ) ≥ ∑
n

i,j
aijb*

ij( )
2

得

(trA1A*
1 )(trB1B*

1 )≥ (trA1B*
1 )2

故

‖qAA*X+(1-q)XBB*‖2F‖(1-q)AA*X+qXBB*‖2F ≥
2q2(1-q)2(trA*

1B1)2+4q3(1-q)(trA*
1B1)2+4q(1-q)3(trA*

1B1)2+
[q4+(1-q)4](trA*

1B1)2+4q2(1-q)2(trA*
1B1)2=

[2q2(1-q)2+4q3(1-q)+4q(1-q)3+q4+(1-q)4+4q2(1-q)2](trA*
1B1)2=

(trA*
1B1)2

而(trA*
1B1)2 即为(4)式的左端,证毕.

推论1 对于任意矩阵X 及A,B ≥0,有不等式

‖ApXBq‖2F ≤ ‖vA2pX+(1-v)XB2q‖F‖(1-v)A2pX+vXB2q‖F

其中p,q≥0,v∈ [0,1].
由文献[4]添加变量r得到Young不等式的如下推广形式:

‖ApXBq‖ ≤ ‖Ap+rXBq-r‖
p-q+r
p-q+2r‖Aq-rXBp+r‖

r
p-q+2r

则有:
定理2 对于任意矩阵X 及A,B ≥0,有

‖A
p+q
2 XB

p+q
2 ‖2F ≤ ‖vAp+rXBq-r +(1-v)Aq-rXBp+r‖F‖(1-v)Ap+rXBq-r +vAq-rXBp+r‖F

其中p≥0,q≥r≥0,v∈ [0,1].
证  与定理1的证明完全类似,导出

tr((ApXBq)*ApXBq)≤
‖vAp+rXBq-r +(1-v)Aq-rXBp+r‖F‖(1-v)Ap+rXBq-r +vAq-rXBp+r‖F

而 ‖A
p+q
2 XB

p+q
2 ‖2F =tr(Bp+qX*Ap+qX),即可证得.

注1 在定理2中取v=
1
2
,p=p+r,1=p+q,那么定理2中的不等式右边即为著名的Heinz均

值.从而定理2与文献[2]中的结论

‖A
1
2XB

1
2‖ ≤ ‖ApXB1-p +A1-pXBp

2 ‖
在F 范数意义下是相同的.它表明定理2是文献[2]的结果在F 范数意义下的推广.

推论2 对于任意矩阵X,及A,B ≥0,任意的p∈ [1,2],有

‖AXB‖2F ≤ ‖ApXB2-p‖F‖A2-pXBp‖F

  注2 取定理2中的v=1,p=p+r,2=p+q.推论2中的不等式为算术几何的插值不等式的推广

形式.下面将进一步说明推论2中的不等式对于酉不变范数也成立.
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由文献[4]中的定理2.12可知,对于任意矩阵X,及A,B ≥0,p≥q>0,得到函数

f(r)=‖Ap+rXBq-r‖
p-q+r
p-q+2r‖Aq-rXBp+r‖

r
p-q+2r

在[0,q]上是单调增的.
定理3 对于任意矩阵X,及A,B ≥0,函数

f(p)=‖ApXB2-p‖‖A2-pXB2‖
在[1,2]上是单调增的.

证  取文献[4]中定理2.12的p=q=1,则

f(r)=‖A1+rXB1-r‖
1
2‖A1-rXB1+r‖

1
2

在[0,1]上单调增.取p=1+r,得

g(p)=‖ApXB2-p‖
1
2‖A2-pXBp‖

1
2

在[1,2]是单调增的.
注3 对于任意矩阵X 及A,B ≥0,任意的p∈ [1,2],有下面的插值不等式成立:

‖AXB‖2 ≤ ‖ApXB2-p‖‖A2-pXBp‖ ≤ ‖A2X‖‖XB2‖
此不等式为矩阵酉不变范数的Cauchy-Schwarz不等式的插值形式.
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