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一类具有广义次临界条件的Kirchhoff
方程解的存在性与多重性①
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摘要:研究了一类Kirchhoff型方程

- a+b∫RN
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(x,u)   x∈RN

利用变分方法获得方程解的存在性和多解性定理,改进和统一了相关结论.
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考虑如下无界区域上的Kirchhoff型方程

- a+b∫RN
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(x,u)   x∈RN (1)

其中a>0,b≥0,N =1,2,3,f∈C(RN ×R,R).近年来,无界区域上的Kirchhoff型方程解的存在性

和多解性引起众多学者的兴趣[1-6].经典的山路定理是处理此问题的常用方法,这通常要求非线性项满足

次临界条件(g0):

|f(x,t)|≤C(1+|t|q-1)   2<q<2*

其中2* =
2N

N -2
,N ≥3;2* =+∞,N =1,2.且满足(AR)条件:存在μ >4,使得

0<μF(x,t)≤f(x,t)u
由于经典的(AR)条件要求过于苛刻,导致许多函数并不满足此条件,于是众多学者致力于弱化此条件,并

给出了一系列的弱化条件[1-5].
本文给出了非线性项f在满足比上述条件都要弱的局部广义单调性条件和广义次临界条件下,方

程(1)解的存在性和多解性结果.本文的结论推广和统一了已有文献的相关结果.
本文主要结果如下:

定理1 假设V 和f 满足如下假设条件:
(V)V ∈C(RN,R),满足infV(x)≥a1 >0,lim

x→∞
V(x)=+∞;

  (g1)f∈C(RN ×R,R),lim
|t|→∞

f(x,t)

|t|2
*-1=0关于x ∈RN 一致成立;
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(g2)lim
|t|→0

f(x,t)
t =0关于x ∈RN 一致成立;

(g3)lim
|t|→∞

F(x,t)
t4 =+∞ 关于x ∈RN 一致成立;

(g4)存在常数r>0和C>0,使得当|t|≥r时,tf(x,t)-4F(x,t)≥-Ct2 关于x ∈RN 一致

成立.
则方程(1)至少存在1个非平凡解.另外,若f 关于t是奇函数,则方程(1)存在一列高能量解.

注1 条件(g4)是一个局部性条件,显然比文献[1]中的条件(f'4)、文献[2]中的条件(f4)、文献[3]中

的条件(f4)及(f5)、文献[4]中的条件(f4)'等全局性条件中任一条件都要弱.尽管文献[3]中的条件(f7)、文

献[4]中的条件(f3)、文献[5]中的条件(f3)也是局部性条件,但其均能导出条件(g4),因此条件(g4)要弱

些.另外,文献[2]中的条件(f5)也是局部性条件,但(f5)中的常数C0 需满足条件

C0 <β(μ-2)
r2

但在条件(g4)中,我们去掉了这个限制条件.
注2 显然条件(g1)是比(g0)更弱的广义次临界条件.存在函数满足条件(g1)但不满足(g0),如

F(t)=
t2

*

ln(t2+e)
因此,我们的结论可看作是上述已有文献的相关结果的推广和统一.

令

E= u∈H1(RN):∫RN
a|∇u|2+V(x)u2( )dx<+∞{ }

E 中内积和范数定义如下:

<u,v>=∫RN
a∇u·∇v+V(x)uv( )dx

‖u‖=<u,u>
1
2

则E 是一个Hilbert空间,且在条件(V)下嵌入映射E⤿Ls(RN)是紧的(连续的),其中2≤s<2*(2≤
s≤2*).众所周知,求解方程(1)的弱解等价于确定下列泛函的临界点:

I(u)=
a
2∫RN

|∇u|2dx+
b
4∫RN

|∇u|2dx( )
2

+
1
2∫RN

V(x)u2dx-∫RN
F(x,u)dx

在条件(V)和(g1)下,I∈C1(E,R),并且

<I'(u),v>= a+b∫RN
|∇u|2dx( )∫RN

∇u·∇vdx+∫RN
V(x)uvdx-∫RN

f(x,u)vdx

  因为E⤿L2(RN)及L2(RN)是可分的Hilbert空间,所以E存在一列可数的正交基{ei}.设Xi=Rei,

令:

Yk =
k

i=1
Xi   Zk =

∞

i=k+1
Xi   k∈N

则Yk 是一有限维子空间,且E=Yk Zk.
在本文中,常数C,Ci 在不同的地方可表示不同的常数.为了证明定理1,下面我们给出几个引理:

引理1 假设条件(V)和(g1)-(g4)成立,则I满足Cerami条件.
证  首先,证明I的任一Cerami序列有界.设{un}是泛函I的任一Cerami序列,即对 ∀c∈R,

I(un)→c   (1+‖un‖)I'(un)→0   n→ ∞ (2)

由条件(g1)和(g2)知,对 ∀ε>0,存在Cε >0,有

|f(x,t)|≤ε(|t|+|t|2
*-1)+Cε|t|p-1 (3)
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关于(x,t)∈RN ×R一致成立,其中2≤p<2*.从而有

|F(x,t)|=∫
1

0
f(x,st)tds ≤ (|t|2+|t|2

*)+Cε|t|p (4)

结合(3)和(4)式,对 ∀x ∈RN 及|t|≤r,有

|tf(x,t)-4F(x,t)|≤5ε(|t|2+|t|2
*)+Cε|t|p( ) ≤C1t2 (5)

其中

C1=5(ε(1+r2
*-2)+Cεrp-2)

由条件(g4)和(5)式知

tf(x,t)-4F(x,t)≥-C2t2   ∀(x,t)∈RN ×R (6)

由于{un}是泛函I的任一Cerami序列,故存在一个常数C3 >0,使得

I(un)-
1
4
<I'(un),un>≤C3 (7)

下面利用反证法证明{un}有界.假设 ‖un‖ → ∞,令vn =
un

‖un‖
,则 ‖vn‖=1.从而存在子列(不妨仍

记为{vn})及v∈E,满足:

vn⇀v x∈E

vn →v x∈Lp(RN),2≤p<2*

vn(x)→v(x) a.e.x∈RN

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(8)

下面分v≠0和v=0两种情况导出矛盾:

当v≠0时,令A={x ∈RN:v(x)≠0}.显然,meas(A)>0,且当x ∈A 时,

lim
n→∞

|un|=∞

根据条件(g3),有

F(x,un)
|un|4

|vn|4 →+∞   n→ ∞

由Fatou引理知

liminf
n→∞∫A

F(x,un)
|un|4

|vn|4dx→+∞ (9)

由条件(g3)知,存在常数L >0,使得

F(x,t)≥0   |t|>L,∀x∈RN

再根据(4)式知

F(x,t)≥-C4t2   ∀(x,t)∈RN ×R
其中

C4=(ε(1+L2*-2)+CεLp-2)

从而有

∫RN\A

F(x,un)
‖un‖4

dx≥∫RN\A

-C4|un|2

‖un‖4
dx≥

-C5

‖un‖2

这意味着

liminf
n→∞∫RN\A

F(x,un)
‖un‖4

dx≥0 (10)

综合(9)和(10)式得

liminf
n→∞∫RN

F(x,un)
‖un‖4

dx≥+∞ (11)
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由(2)式得

lim
n→∞∫RN

F(x,un)
‖un‖4

dx=

lim
n→∞

1
2‖un‖2

+
b

4‖un‖4∫RN
|∇un|2dx( )

2

-
I(un)
‖un‖4

æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

b
4a2

这显然与(11)式矛盾.
当v=0时,利用(6),(7)和(8)式,我们有

C3

‖un‖2
≥

1
‖un‖2

I(un)-
1
4
<I'(un),un>

æ

è
ç

ö

ø
÷=

1
4+

1
‖un‖2∫RN

1
4f
(x,un)un -F(x,un)

é

ë
êê

ù

û
úú dx≥

1
4 1-C2∫RN

vn
2dx( )

令n→ ∞,则有0≥
1
4
,这显然是矛盾的.

综上所述,{un}在E 中有界.
其次,证明{un}在E 中强收敛.因为{un}在E 中有界,所以存在一个子列(不妨仍记为{un})及u∈

E,满足:

un⇀u x∈E

un →u x∈Lp(RN),2≤p<2*

un(x)→u(x) a.e.x∈RN

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(12)

根据Hölder不等式、(3)式及{un}的有界性知,对任意的n∈N,有

∫RN
f(x,un)(un -u)dx ≤

Cε|un|p-1
p |un -u|p +

ε|un|2
*-1
2* |un -u|2* +ε|un|2|un -u|2 ≤

Cε|un|p-1
p |un -u|p +C6ε

因此,由(12)式和ε的任意性知

∫RN
f(x,un)(un -u)dx→0   n→ ∞ (13)

同理可证

∫RN
f(x,u)(un -u)dx→0   n→ ∞ (14)

由文献[3]中的引理2知,若在E 中,{un}有界且un⇀u,则

b∫RN
|∇u|2dx-∫RN

|∇un|2dx( )∫RN
∇u·∇(un -u)dx→0   n→ ∞ (15)

由(2),(12),(13),(14)和(15)式知

‖un -u‖2 ≤ <I'(un)-I'(u),un -u>+∫RN
f(x,un)-f(x,u)( ) (un -u)dx+

b∫RN
|∇u|2dx-∫RN

|∇un|2dx( )∫RN
∇u·∇(un -u)dx=o(1)

这就证明了un →u(x ∈E),即I满足Cerami条件.
引理2 假设条件(g1)-(g2)成立,则存在ρ,α>0,使得I|Bρ

≥α>0.
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证  由(4)式知,对充分小的ε>0,有

I(u)≥
1
2‖u‖

2-ε∫RN
|u|2dx-ε∫RN

|u|2
*

+Cε∫RN
|u|pdx≥

1
4‖u‖

2-C7‖u‖p -εC8‖u‖2
*

≥

1
8‖u‖

2-C7‖u‖p

因此,取充分小的ρ∈ (0,1),使得

1
8-C7ρ

p-2 >0

令

α=ρ2
1
8-C7ρ

p-2æ

è
ç

ö

ø
÷

从而有I|Bρ
≥α>0.

引理3 假设条件(g1)-(g4)成立,则对E的任一有限维子空间E,存在常数R=R(E),使得对∀u∈

E\BR,I(u)≤0成立.

证  设E ⊂E 是任一有限维子空间,则存在常数m ∈N,使得E ⊂Ym.由有限维子空间中范数的等

价性知,存在常数C9 >0,使得

‖u‖4 ≥C9‖u‖ (16)

由条件(g1)-(g3)知,对任意的M >
b

4a2C4
9
,存在常数CM >0,使得

F(x,u)≥M|u|4-CM |u|2   ∀(x,u)∈RN ×R (17)

根据(16)和(17)式知,当u∈E 时,有

I(u)=
1
2‖u‖

2+
b
4∫RN

|∇u|2dx( )
2

-∫RN
F(x,u)dx≤

1
2‖u‖

2+
b
4a2‖u‖

4-M‖u‖44+CM‖u‖22 ≤

C10‖u‖2+
b
4a2-MC4

9
æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖4

因为

M >
b

4a2C4
9

所以存在一个充分大的常数R=R(E)>0,满足I(u)≤0,u∈E\BR.
定理1的证明

由引理2知,I|Bρ
≥α>0.再由引理3知,存在一个点e∈E,‖e‖ >ρ,使得I(e)<0.结合引

理1和文献[7]中的定理2.2知,方程(1)至少存在1个非平凡解.
由于f 关于t是奇函数,故能量泛函I是偶泛函.由引理2知

I|Bρ∩Yk ≥α>0

再由引理3知,对任一有限维子空间E ⊂E,存在常数R=R(E),使得

I(u)≤0   u∈E\BR

结合引理1和文献[7]中的定理9.12知,方程(1)存在一列高能量解.
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ExistenceandMultiplicityofSolutionstoKirchhoff
TypeEquationInvolvingGeneralSubcriticalGrowth

DUAN Yu, ZHANGYun-yan, SUN Xin
CollegeofScience,GuizhouUniversityofEngineeringScience,BijieGuizhou551700,China

Abstract:Inthispaper,weconsidertheKirchhofftypeequation

- a+b∫RN
|∇u|2dx( )Δu+V(x)u=f(x,u)   x∈RN

Existenceandmultiplicityofnontrivialsolutionsareobtainedfortheequationaboveviathevariational
methods.Ourresultsimproveandunifysomerelatedresults.
Keywords:Kirchhofftypeequation;variationalmethod;multiplicity
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