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高维空间中一类奇异Kirchhoff
型问题正解的存在性①

刘芮琪, 吴行平, 唐春雷

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:利用变分方法研究了在四维及以上空间中的一类次临界奇异Kirchhoff型问题

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=f(x)up +g(x)u-γ x∈Ω

u=0 x∈Ω{
并获得了该问题正解的存在性.
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考虑如下奇异Kirchhoff型方程:

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=f(x)up +g(x)u-γ x∈Ω

u=0 x∈Ω{ (1)

其中Ω ⊂RN(N ≥4)是一个非空有界开集,并且a,b>0,0<p<2* -1,0<γ<1为常数,其中临

界指数2*=
2N

N -2
.系数函数f(x)和g(x)是满足一定条件的非零非负函数.Sobolev空间H1

0(Ω)中的范

数为

‖u‖=∫Ω
(|∇u|2)dx( )

1
2

空间Ls(Ω)(0<s< ∞)的范数为

|u|s =∫Ω
|u|sdx( )

1
s

  当N=3时,文献[1-4]研究了方程(1)解的存在性以及多重性.2013年,文献[1]研究了3<p<5的

情况,利用Nehari流形的方法获得了方程(1)的两个正解的存在性.当p=5时,文献[2]利用变分方法和扰

动方法,证明得到了方程(1)的两个正解.最近,文献[3]研究了p=3的情况,利用极小极大方法和Nehari
方法,获得了方程(1)的正解的存在性、多解性以及唯一性.特别地,当0<p<3时,文献[4]利用变分方

法得到了正解的存在性.文献[5-6]研究了Kirchhoff型问题的多解性.近期,文献[7]在四维空间中研究

① 收稿日期:2015 09 21
基金项目:国家自然科学基金项目(11471267).
作者简介:刘芮琪(1990 ),女,四川眉山人,硕士研究生,主要从事非线性分析的研究.
通信作者:吴行平,教授.



一类Kirchhoff型问题解的存在性.受到此启发,本文将研究在高维空间中方程(1)正解的存在情况.我们定

义I为方程(1)对应的能量泛函,即

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1

p+1∫Ω
f(x)(u+)p+1dx-

1
1-γ∫Ω

g(x)(u+)1-γdx

其中u±=max{±u(x),0}.如果u∈H1
0(Ω)且u>0,并满足

a+b‖u‖2( )∫Ω
(∇u,∇φ)dx-∫Ω

f(x)(u+)pφdx-∫Ω
g(x)(u+)-γφdx =0   ∀φ∈H1

0(Ω) (2)

我们称u 是方程(1)的解.本文主要的结果是:

定理1 假设a,b>0,0<p<2* -1,0<γ<1,且f∈L
2*

2*-1-p(Ω)和g∈L
2*

2*-1+γ(Ω)都是非

零非负函数,则方程(1)至少有1个正解u0,且满足I(u0)<0.
证  我们分两步来证明定理1.
第1步  首先证明泛函I在H1

0(Ω)中能达到全局极小值点,也就是,存在u0 ∈H1
0(Ω),使得

I(u0)= inf
u∈H10(Ω)

I(u)

  根据Sobolev不等式和Hölder不等式,可以得到:

∫Ω
f(x)(u+)p+1dx≤|f| 2*

2*-1-p
|u|p+1

2* ≤C1|f| 2*

2*-1-p
‖u‖p+1 (3)

∫Ω
g(x)(u+)1-γdx≤|g| 2*

2*-1+γ
|u|1-γ2* ≤C2|g| 2*

2*-1+γ
‖u‖1-γ (4)

这里C1,C2 >0为常数.再由(3)和(4)式,我们能得到

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1

p+1∫Ω
f(x)(u+)p+1dx-

1
1-γ∫Ω

g(x)(u+)1-γdx≥

a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
C1

p+1|f| 2*

2*-1-p
‖u‖p+1-

C2

1-γ|g| 2*

2*-1+γ
‖u‖1-γ

由于a,b>0,0<γ<1,同时在N ≥4时1<p+1<4,所以我们可以知道泛函I在H1
0(Ω)中是强制

且下方有界的.因此,令m= inf
u∈H10(Ω)

I(u)是有定义的,且m <0.

接下来,我们证明泛函I在H1
0(Ω)中能到达m,即证存在u0∈H1

0(Ω),使得I(u0)=m.由下确界的

定义可知,存在极小化序列{un}⊂H1
0(Ω),使得

lim
n→∞

I(un)=m <0

存在{un}的子列(为了方便我们仍记为{un}),存在u0 ∈H1
0(Ω),使得

un⇀u0 H1
0(Ω)

un →u0 Ls(Ω),1≤s<2*

un(x)→u0(x) a.e.x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(5)

当n→ ∞ 时都成立.
由于{un}在H1

0(Ω)中是有界的,从而根据Sobolev嵌入定理可知,存在常数C3>0,使得|un|2* ≤

C3 < ∞.对 ∀ε>0,给定的δ>0,当E ⊂Ω 且meas(E)<δ 时,根据(4)式和∫E
|g(x)|

2*

2*-1+γdx 的

绝对连续性可得

∫E
g(x)(u+

n)1-γdx≤|un|1-γ2*∫E
|g(x)|

2*

2*-1+γdx( )
2*-1+γ
2*

≤

C1-γ
3∫E

|g(x)|
2*

2*-1+γdx( )
2*-1+γ
2*

<ε

从而依据Vitali收敛定理[8],我们可知
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lim
n→∞∫Ω

g(x)(u+
n)1-γdx=∫Ω

g(x)(u+
0)1-γdx (6)

使用同样的方法,则有

lim
n→∞∫Ω

f(x)(u+
n)p+1dx=∫Ω

f(x)(u+
0)p+1dx (7)

再令wn =un -u0,根据(5)式,可得:

∫Ω
|∇un|2dx=∫Ω

|∇wn|2dx+∫Ω
|∇u0|2dx+o(1) (8)

∫Ω
|∇un|2dx( )

2

=∫Ω
|∇wn|2dx( )

2

+∫Ω
|∇u0|2dx( )

2

+

2∫Ω
|∇wn|2dx∫Ω

|∇u0|2dx+o(1)
(9)

这里o(1)是n→ ∞ 时的无穷小量.再结合(5)-(9)式,我们可得

m=I(un)+o(1)=

I(u0)+
a
2‖wn‖2+

b
4‖wn‖4+

b
2∫Ω

|∇wn|2dx∫Ω
|∇un|2dx+o(1)

当n→ ∞ 时,我们可知m ≥I(u0).再根据m 的定义,即得到I(u0)=m.
第2步  我们证明u0 是方程(1)的正解.由第1步中的I(u0)=m <0,可知u0 ≢0.
首先,证明u0>0在Ω 中几乎处处成立.根据第一步可知,∀ψ∈H1

0(Ω),ψ≥0,对∀t>0,t∈R,

有(u0+tψ)∈H1
0(Ω),当t>0充分小时,我们有

0≤liminf
t→0+

I(u0+tψ)-I(u0)
t =

a∫Ω
(∇u0,∇ψ)dx+b‖u0‖2∫Ω

(∇u0,∇ψ)dx-

1
p+1

lim
t→0+∫Ω

f(x)
((u0+tψ)+)p+1-(u+

0)p+1

t dx-

1
1-γlimsupt→0+∫Ω

g(x)
((u0+tψ)+)1-γ -(u+

0)1-γ

t dx (10)

由中值定理可得:

1
p+1∫Ω

f(x)
((u0+tψ)+)p+1-(u+

0)p+1

t dx=∫Ω
f(x)((u0+ηtψ)+)pψdx

1
1-γ∫Ω

g(x)
((u0+tψ)+)1-γ -(u+

0)1-γ

t dx=∫Ω
g(x)((u0+θtψ)+)-γψdx

其中,当θ→0+,η→0+ 时,对几乎所有的x ∈Ω,有:
((u0+ηtψ)+)pψ→ (u+

0)pψ
((u0+θtψ)+)-γψ→ (u+

0)-γψ
根据Lebesgue控制收敛定理可得

1
p+1

lim
t→0+∫Ω

f(x)
((u0+tψ)+)p+1-(u+

0)p+1

t dx=∫Ω
f(x)(u+

0)pψdx (11)

由Fatou引理可得

limsup
t→0+∫Ω

g(x)
((u0+tψ)+)1-γ -(u+

0)1-γ

t dx≥

liminf
t→0+∫Ω

g(x)
((u0+tψ)+)1-γ -(u+

0)1-γ

t dx=

(1-γ)liminf
t→0+∫Ω

g(x)((u0+θtψ)+)-γψdx≥

3第4期      刘芮琪,等:高维空间中一类奇异Kirchhoff型问题正解的存在性



(1-γ)∫Ω
g(x)(u+

0)-γϕdx (12)

结合(10)-(12)式,对 ∀ψ ∈H1
0(Ω)且ψ ≥0,我们可得

(a+b‖u0‖2)∫Ω
(∇u0,∇ψ)dx-∫Ω

f(x)(u+
0)pψdx-∫Ω

g(x)(u+
0)-γψdx≥0 (13)

所以,我们有

∫Ω
(∇u0,∇ψ)dx≥0

再根据强极大值原理即证得u0 >0在Ω 几乎处处成立.
其次,我们还需要证明u0 是方程(1)的解.事实上,只需要验证u0 满足(2)式即可.特别地,对u0,存

在δ∈ (0,1)使得当|t|≤δ 时,都有(1+t)u0 ∈H1
0(Ω),我们定义k:[-δ,δ] →R且

k(t)=I((1+t)u0)
则k(t)在t=0时达到极小值.因此

k'(t)|t=0=a‖u0‖2+b‖u0‖4-∫Ω
f(x)(u+

0)p+1dx-∫Ω
g(x)(u+

0)1-γdx=0 (14)

假设ϕ∈H1
0(Ω),ε>0,我们定义

Ψ ≡ (u+
0 +εϕ)+

在(13)式中我们取ψ=Ψ,再结合(14)式可得

0≤∫Ω
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇Ψ)dx-∫Ω

f(x)(u+
0)pΨdx-∫Ω

g(x)(u+
0)-γΨdx=

∫{x|u+
0+εϕ

>0}
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇(u+

0 +εϕ))dx-

∫{x|u+
0+εϕ

>0}
f(x)(u+

0)p(u+
0 +εϕ)dx-∫{x|u+

0+εϕ
>0}

g(x)(u+
0)-γ(u+

0 +εϕ)dx=

a‖u0‖2+b‖u0‖4-∫Ω
f(x)(u+

0)p+1dx-∫Ω
g(x)(u+

0)1-γdx+

ε∫Ω
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇ϕ)-f(x)(u+

0)pϕ-g(x)(u+
0)-γϕ[ ]dx-

∫{x|u+
0+εϕ

≤0}
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇(u+

0 +εϕ))dx+

∫{x|u+
0+εϕ

≤0}
f(x)(u+

0)p(u+
0 +εϕ)+g(x)(u+

0)-γ(u+
0 +εϕ)[ ]dx<

ε∫Ω
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇ϕ)-f(x)(u+

0)pϕ-g(x)(u+
0)-γϕ[ ]dx-

ε∫{x|u+
0+εϕ

≤0}
(a+b‖u0‖2)(∇u0,∇ϕ)dx-f(x)(u+

0)pϕ-g(x)(u+
0)-γϕ[ ]dx

当ε→0+ 时,

meas({x|u+
0+εϕ

<0})→0

两边同时除以ε,让ε→0+,可得

(a+b‖u0‖2)∫Ω
(∇u0,∇ϕ)dx-∫Ω

f(x)(u+
0)pϕdx-∫Ω

g(x)(u+
0)-γϕdx≥0

再依据ϕ∈H1
0(Ω)的任意性可知

(a+b‖u0‖2)∫Ω
(∇u0,∇ϕ)dx-∫Ω

f(x)(u+
0)pϕdx-∫Ω

g(x)(u+
0)-γϕdx=0

从而u0 是方程(1)的解.
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ExistenceofPositiveSolutionsforaClassofSingular
KirchhoffTypeProblemsinHigherDimensionalSpace

LIURui-qi, WUXing-ping, TANGChun-lei
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthisarticle,westudyaclassofsingularKirchhofftypeproblemsinhigherdimensionalspace

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=f(x)up +g(x)u-γ x∈Ω

u=0 x∈Ω{
Bythevariationalmethods,theexistenceofpositivesolutionsisobtained.
Keywords:Kirchhofftypeproblem;singularity;positivesolution;variationalmethod
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