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一类带有临界项的Kirchhoff
型问题正解的存在性①

朱同亮, 吴行平

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了全空间中一类带有临界指数增长项的Kirchhoff型方程

a+λ∫R3
|∇u|2dx+λb∫R3

u2dx( ) -Δu+bu( ) =λuq +u5   x∈R3,u∈H1(R3)

运用山路定理和Brézis-Lieb引理,得出该方程至少有1个正解.
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本文研究了如下一类带有临界指数增长项的Kirchhoff型方程:

a+λ∫R3
|∇u|2dx+λb∫R3

u2dx( ) -Δu+bu( ) =λuq +u5   x∈R3,u∈H1(R3) (1)

其中a>0,b>0,λ>0,3<q<5.在有界区域中,如下Kirchhoff型方程:

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=f(u) x∈Ω

u=0 x∈􀆟Ω

ì
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í
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(2)

已经被广泛研究[1-2].许多学者考虑了关于f在零点和无穷远处的可解性条件,包括超线性情况和次线性情

况.在无界区域中,方程(2)也被很多学者所研究[3-4].文献[4]考虑了如下的Kirchhoff型方程:

a+λ∫RN
|∇u|2dx+λb∫RN

u2dx( ) -Δu+bu( ) =f(u) (3)

通过截断的方法,对于充分小的正数λ,得到了方程(3)至少存在1个正解.近年来,受到文献[5]的启发,

很多学者对带有临界指数增长项的Kirchhoff型问题越来越有兴趣.文献[3]考虑了如下方程:

- a+b∫R3
|∇u|2dx( )Δu+u=f(x,u)+u5 x∈R3

u∈H1(R3),u>0 x∈R3

ì

î

í
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ïï

(4)

通过Nehari方法,得到了方程(3)至少有1个正的基态解.
受到文献[3-4]的启发,我们考虑文献[4]中的临界指数情况.主要困难是山路值的估计,以及

H1(R3)⤿Lq(R3)不是紧嵌入,其中q∈ (2,6].本文主要结果如下:
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定理1 假设a,b,λ 均为正数,3<q<5,那么方程(1)至少存在1个正解.
为了求方程(1)的正解,我们考虑如下C1 泛函:

I(u)=
a
2‖u‖

2+
λ
4‖u‖

4-
λ

q+1∫R3
(u+)q+1dx-

1
6∫R3

(u+)6dx (5)

也就意味着对于任意的v∈H1(R3),有

<I'(u),v>=a<u,v>+λ‖u‖2<u,v>-λ∫R3
(u+)qvdx-∫R3

(u+)5vdx (6)

其中

u+=max{u,0}

且

<u,v>=∫R3
∇u·∇v+buv( )dx

‖u‖=<u,u>
1
2 是H1 R3( ) 中的范数,|u|s

s=∫R3
|u|sdx 是Ls(R3)(s∈ [2,6])中的范数.我们知道,

H1(R3)⤿Lq(R3)(q∈[2,2*])是连续的,H=H1
r(R3)是由H1(R3)中径向函数构成的子空间,则H ⤿

Lq(R3)(q∈ (2,2*))是紧嵌入.此外,最佳Sobolev常数

S= inf
u∈D1,2 R3( ) \{0}

∫R3
|∇u|2dx

∫R3
|u|6dx( )

1
3

可以由Uε(x)=
(3ε2)

1
4

(ε2+|x|2)
1
2

(x ∈R3)达到.这个达到函数 ∪ε(x)是如下方程的解:

-Δu=u5   x∈R3

下面我们来证明泛函I满足(PS)c 条件,并且估计临界值.
引理1 假设c∈ 0,Λ( ) ,其中

Λ=
λaS3

4 +
λ3S6

24 +
λ2S4+4aS( )

3
2

24
那么对于3<q<5,I满足(PS)c 条件.

证  假设{un}是(PS)c 序列,即当n→ ∞ 时,有:

I(un)→c   I'(un)→0 (7)

于是,我们有

c+o(‖un‖)=I(un)-
1

q+1
<I'(un),un>≥

a
2-

a
q+1
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è
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1

q+1
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è
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ø
÷ ‖un‖4+

1
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1
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ø
÷|un|66 ≥

a
2-

a
q+1
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è
ç

ö

ø
÷ ‖un‖2

因此,{un}是有界的.于是,存在一个子列{un}和u∈H,使得

un⇀u u∈H

un →u u∈Ls(R3),s∈ (2,6)

un(x)→u(x) a.e.x∈R3

ì

î

í
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ï
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(8)

进一步,假设wn =un -u,断言 ‖wn‖ →0.否则,令 ‖wn‖ →l,l是正常数.根据(8)式,计算得到:
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∫R3
|∇un|2dx=∫R3

|∇wn|2dx+∫R3
|∇u|2dx+o(1) (9)

∫R3
|∇un|2dx( )

2

=∫R3
|∇wn|2dx( )

2

+∫R3
|∇u|2( )

2

+

2∫R3
|∇wn|2dx∫R3

|∇u|2dx+o(1) (10)

此外,由Brézis-Lieb引理,我们有

∫R3
|un|6dx=∫R3

|u|6dx+∫R3
|wn|6dx+o(1) (11)

一方面,因为

<I'(un),un>=o(1)

所以有

a‖wn‖2+a‖u‖2+λ‖wn‖4+λ‖u‖4+2λ‖wn‖2‖u‖2-

∫R3
wn

+( ) 6dx-∫R3
(u+)6dx-λ∫R3

(u+)q+1dx=o(1) (12)

另一方面,由(7)式得

lim
n→∞
<I'(un),u>=0

也即

a‖u‖2+λl2‖u‖2+λ‖u‖4-λ∫R3
(u+)q+1dx-∫R3

(u+)6dx=0 (13)

因此,根据(12)和(13)式,我们有

a‖wn‖2+λ‖wn‖4+λ‖wn‖2‖u‖2-∫R3
wn( ) 6dx=o(1) (14)

从而得到

al2+λl4+λl2‖u‖2 ≤
l6

S3

也即

l2 ≥
λS3+ λ2S6+4S3(a+λ‖u‖2)

2
(15)

因此

I(u)=
a
2‖u‖

2+
λ
4‖u‖

4-
λ

q+1∫R3
(u+)q+1dx-

1
6∫R3

(u+)6dx=

a
4‖u‖

2+λ 1
4-

1
q+1

æ

è
ç

ö

ø
÷∫R3

(u+)q+1dx+
1
12∫R3

(u+)6dx-
λl2‖u‖2

4 ≥

-
λl2‖u‖2

4
(16)

根据(14)和(15)式,得到

I(u)=I(un)-
a
2‖wn‖2-

λ
4‖wn‖4-

λ
2‖wn‖2‖u‖2+

1
6∫R3

|wn
+|6dx+o(1)=

I(un)-
a
3‖wn‖2-

λ
12‖wn‖4-

λ
3‖wn‖2‖u‖2+o(1)

当n→ ∞ 时,有

I(u)=c-
a
3l

2+
λ
12l

4+
λ
3l

2‖u‖2æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤
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c-
λaS3

4 -
1
24λ

3S6-
aS
6 λ2S4+4(a+λ‖u‖2)S -

λ2S4

24 λ2S4+4(a+λ‖u‖2)S -

1
243λ

2S3+λS λ2S4+4(a+λ‖u‖2)S( ) ‖u‖2-
λl2

4‖u‖
2 ≤

c-
λaS3

4 +
λ3S6

24 +
(λ2S4+4aS)

3
2

24
æ

è
ç

ö

ø
÷-

λl2

4‖u‖
2=

c-Λ-
λl2

4‖u‖
2 <-

λl2

4‖u‖
2

这与(16)式矛盾,因此泛函I满足(PS)c 条件.
引理2 

0<c=inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t))<Λ

其中Γ= γ∈C [0,1],H( ) :γ(0)=0,γ(1)=tu{ } .
证  对 ∀ε>0,考虑如下达到函数:

Uε(x)=
(3ε2)

1
4

(ε2+|x|2)
1
2
   x∈R3

并且有

∫R3
|∇Uε|2dx=∫R3

|Uε|6dx=S
3
2

定义一个截断函数φ ∈C∞
0 (R3),0≤φ ≤1.固定0<R <1,使得B2R(0)⊂ H.当|x|≤R 时,

φ(x)=1;当|x|≥2R 时,φ(x)=0;当R <|x|<2R 时,0<φ(x)<1.此外,令

wε =φUε   vε =
wε

|wε|66
因此有

|∇vε|22=S+O(ε)

并且对 ∀s∈ [2,6),有

|vε|s
s =

O(ε
s
2) s∈ [2,3)

O(ε3
2|logε|) s=3

O(ε
6-s
2 ) s∈ [3,6)

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

我们设

h(t)=I(tvε)=
at2

2 ‖vε‖2+
λt4

4‖vε‖4-
λtq+1

q+1∫R3
vε

q+1dx-
t6

6
由于:

lim
t→+∞

h(t)=-∞   lim
t→0+

h(t)=0

因此,当t>0时,h(t)有最大值点tε >0,则tε{ } 有正的下界.否则,存在序列εn{ },使得lim
n→∞

tεn =0且

h(tεn
)=max

t≥0
h(t).则当n→ ∞ 时,有

0<α≤c≤max
t≥0

I(tvε)=max
t≥0

h(t)=h(tεn
)→0

这是不可能的.因此,存在常数C1 >0,使得对 ∀ε>0,都有tε ≥C1.令

g(t)=
at2

2 ‖vε‖2+
λt4

4‖vε‖4-
t6

6
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则

max
t≥0

g(t)=
λ3

24‖vε‖12+
λa
4‖vε‖6+

λ2‖vε‖8

24 λ2‖vε‖8+4a‖vε‖2 +

4a‖vε‖2

24 λ2‖vε‖8+4a‖vε‖2 =

λ3

24‖vε‖12+
λa
4‖vε‖6+

1
24λ2‖vε‖8+4a‖vε‖2( )

3
2 =

λaS3

4 +
λ3S6

24 +
λ2S4+4aS( )

3
2

24 +O(ε)=

Λ+O(ε)

又因为

‖vε‖2=∫R3
|∇vε|2+bvε

2dx=S+O(ε)+bO(ε)=S+O(ε)

得到:

‖vε‖6=S3+O(ε)   ‖vε‖8=S4+O(ε)   ‖vε‖12=S6+O(ε)

所以

c≤max
t≥0

I(tvε)=I(tεvε)=

atε
2

2 ‖vε‖2+
λtε

4

4 ‖vε‖4-
λtε

q+1

q+1∫R3
vε

q+1dx-
tε

6

6 ≤

max
t≥0

g(t)-
λtε

q+1

q+1|vε|q+1
q+1 ≤

Λ+O(ε)-
Cq+1
1

q+1|
vε|q+1

q+1=

Λ+O(ε)-Oε
5-q
2( )

由于3<q<5,易知c<Λ.
定理1的证明

我们先来证明泛函I具有山路结构.一方面,

I(u)=
a
2‖u‖

2+
λ
4‖u‖

4-
λ

q+1∫R3
(u+)q+1dx-

1
6∫R3

(u+)6dx≥

a
2‖u‖

2+
λ
4‖u‖

4-C2‖u‖
q+1

-
1
6S3‖u‖

6

因此,存在常数α>0,使得I(u)≥α对∀u∈{u∈H:‖u‖=r}成立,其中r>0充分小.另一方面,

由引理2知,存在u0 ∈H,u0 ≢0,使得

sup
t≥0

I(tu0)<Λ

并且

I(tu+
0)=

t2

2‖u0‖2+
λt4

4‖u0‖4-
λtq+1

q+1∫R3
u+
0( )

q+1dx-
t6

6∫R3
u+
0( ) 6dx

显然,

lim
t→+∞

I(tu+
0)→-∞

因此,我们选择t0>0,使得 ‖t0u+
0‖ >r且I(t0u+

0)≤0.结合引理1和引理2,应用山路定理,方程(1)

有一个弱解u.因为<I'(u),u->=0,其中u-=min{u,0},从而u≥0,最后由强极大值原理,我们得到u
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是方程(1)的正解.
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TheExistenceofPositiveSolutionsfor
KirchhoffTypeProblemswithCriticalExponent

ZHUTONG-liang, WUXING-ping
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,westudyaclassofKirchhofftypeproblemwithcriticalexponentinR3

a+λ∫R3
|∇u|2dx+λb∫R3

u2dx( ) -Δu+bu( ) =λuq +u5   x∈R3,u∈H1(R3)

ByMountainPassLemmaandBrézis-LiebLemma,weobtainatleastonepositivesolution.

Keywords:criticalexponent;mountainpasslemma;Brezis-Lieblemma;positivesolution
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