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带有临界指数的Kirchhoff方程正解的存在性①
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摘要:利用Nehari流形方法,研究了在 N=4的情况下,带有临界指数的Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=u3+λuq x∈Ω

u=0 x∈Ω{
正解的存在性.
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本文研究如下Kirchhoff方程

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=u3+λuq x∈Ω

u=0 x∈Ω{ (1)

其中Ω ⊂R4 是一个有界的光滑区域,参数a,b,λ 都是正实数,且0<q<1.
自从文献[1]利用变分法研究了Kirchhoff型方程,该类方程就开始被广泛研究.近年来,带有临界指

数的Kirchhoff方程更是出现了大量新的研究成果[2-8].特别地,当N=4,1≤q<3时,文献[7]得到了方

程正解的存在性.在本文中,我们主要研究0<q<1的情况.当N=3,0<q<1时,文献[5]利用Nehari
流形得到了正解的存在性.可是当N=4时,由于非线性项的次数与临界指数相同,这使得方程变得更加复

杂,导致在文献[5]的条件下结论不再成立.为了克服这一困难,本文加强了对参数b的要求,同样得到了

Kirchhoff方程正解的存在性.

1 预备知识

在本文中,方程(1)对应的能量泛函为

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1
4∫Ω

(u+)4dx-
λ

q+1∫Ω
(u+)1+qdx   u∈H1

0(Ω)

其中 H1
0(Ω)是Sobolev空间,范数

‖u‖=∫Ω
|∇u|2dx( )

1
2

我们知道方程(1)的解和泛函I的临界点是一一对应的,那如果存在u∈H1
0(Ω),对 ∀ϕ∈H1

0(Ω)满足
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<I'(u),ϕ>= a+b∫Ω
|∇u|2dx( )∫Ω

(∇u,∇ϕ)dx-∫Ω
(u+)3ϕdx-λ∫Ω

(u+)qϕdx=0

则称u是方程(1)的弱解.另外,我们知道方程(1)的解如果存在,就一定可以在对应的Nehari流形上找到.
首先,我们定义Nehari流形为

Λ= u∈H1
0(Ω):a‖u‖2+b‖u‖4-∫Ω

(u+)4dx-λ∫Ω
(u+)q+1dx=0{ } (2)

并且把它分为3部分:

Λ+=u∈Λ:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4 > (3-q)∫Ω
(u+)4dx{ } (3)

Λ0= u∈Λ:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4=(3-q)∫Ω
(u+)4dx{ } (4)

Λ-=u∈Λ:a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4 < (3-q)∫Ω
(u+)4dx{ } (5)

在本文中,我们定义

S= inf
u∈H10(Ω)\{0}

∫Ω
|∇u|2dx

∫Ω
|u|4dx( )

1
2

  引理1 假设a>0,0<b<
1
S2
,那么存在λ >0,使得当0<λ<λ 时,有Λ±≠Ø,同时Λ0={0}.

证  令

Φ(t)=at1-q‖u‖2+bt3-q‖u‖4-t3-q∫Ω
(u+)4dx

那么

Φ'(t)=t-q[a(1-q)‖u‖2+(3-q)t2(b‖u‖4-|u+|44)]

一方面,若b‖u‖4-|u+|44≥0,则Φ'(t)>0恒成立,因此Φ(t)是严格递增的(Φ(0)=0),那么,

存在唯一的t+>0,使得Φ(t+)=λ∫Ω
|u|1+qdx 且Φ'(t+)>0,从而有t+u∈Λ+.另一方面,如果

b‖u‖4-|u+|44 <0,令Φ'(t)=0,解得

tmax=
a(1-q)‖u‖2

(3-q)(|u+|44-b‖u‖4)
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

显然,当0<t<tmax 时,Φ'(t)>0;当t>tmax 时,Φ'(t)<0.则根据单调性得到,Φ(t)在tmax 处取得

最大值,其中

Φ(tmax)=
2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 ‖u‖3-q

|u+|44-b‖u‖4( )
1-q
2
>0

由Hölder不等式和Sobolev不等式,我们有:

∫Ω
(u+)1+qdx≤|Ω|

3-q
4 |u+|1+q4 ≤|Ω|

3-q
4S-

1+q
2 ‖u‖1+q (6)

S2∫Ω
(u+)4dx≤ ‖u‖4 (7)

当

0<λ<λ=
2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 S

3-q
2

(1-bS2)
1-q
2
|Ω|

q-3
4

时,通过(6),(7)式,有
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Φ(tmax)-λ∫Ω
(u+)1+qdx≥

2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 ‖u‖3-q

(|u+|44-b‖u‖4)
1-q
2

-λ|Ω|
3-q
4S-

1+q
2 ‖u‖1+q ≥

‖u‖1+q
2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 S1-q

(1-bS2)
1-q
2

-λ|Ω|
3-q
4S-

1+q
2{ }>0 (8)

那么显然存在唯一的正数t+<tmax,使得

Φ(t+)=λ∫Ω
(u+)1+qdx

同样也存在唯一的正数t->tmax 满足Φ(t-)=λ∫Ω
(u+)1+qdx.并且得到Φ'(t+)>0,Φ'(t-)<0.从而有

t+u∈Λ+,t-u∈Λ-.下面证明Λ0={0},假设u0 ∈Λ0 且u0 ≠0,那么u0 一定满足:

a(1-q)‖u0‖2+b(3-q)‖u0‖4-(3-q)∫Ω
(u0

+)4dx=0 (9)

a‖u0‖2+b‖u0‖4-∫Ω
(u0

+)4dx-λ∫Ω
|u0

+|1+qdx=0 (10)

当0<λ<λ 时,结合(8),(9)和(10)式,有

0<
2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 ‖u0‖3-q

|u0
+|44-b‖u0‖4( )

1-q
2

-λ|Ω|
3-q
4S-

1+q
2 ‖u0‖1+q <

2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 ‖u0‖3-q

|u0
+|44-b‖u0‖4( )

1-q
2

-λ∫Ω
(u0

+)1+qdx=0

得到矛盾,即证得当0<λ<λ 时,Λ0={0}.
引理2 I在Λ 上是强制且下方有界的,并且c0=inf

u∈Λ+
I(u)<0.

证  任取u∈Λ,利用(2),(7)式,得到

I(u)=
a
2‖u‖

2+
b
4‖u‖

4-
1
4∫Ω

(u+)4dx-
λ
1+q∫Ω

(u+)1+qdx>

a
4‖u‖

2-
λ(3-q)
4(1+q)

S-
1+q
2 ‖u‖1+q

由于0<q<1,那么I在Λ 上是强制且下方有界的.另外,任取u∈Λ+,那么

I(u)≤
-(1-q)a‖u‖2-(3-q)b‖u‖4+(3-q)|u+|44

4(1+q) ≤0

另外,由(2),(3)式,我们知道至少存在1个u,使得I(u)<0.即证得

c0=inf
u∈Λ+

I(u)<0

  引理3[5] 对u∈Λ,∀φ∈H1
0(Ω),φ>0,存在ε>0和连续函数t=t(s)>0(s∈R,|s|<ε),

满足:

t(0)=1   t(s)(u+sφ)∈Λ

<t'(0),φ>=
(2a+4b‖u‖2)∫Ω

∇u∇φdx-(1+q)λ∫Ω
(u+)q-1uφdx-4∫Ω

(u+)2uφdx

a(1-q)‖u‖2+b(3-q)‖u‖4-(3-q)∫Ω
(u+)4dx

(11)

  引理4 对 ∀U ∈Λ-,∀u∈Λ+,存在T1,T2 >0,使得 ‖U‖ ≥T1,‖u‖ ≤T2.
  证  对 ∀U ∈Λ-,通过(5),(7)式有

(1-q)a‖u‖2 < (1-q)a‖u‖2+(3-q)b‖u‖4 < (3-q)|u+|44 < (3-q)
‖u‖4

S2

即
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‖U‖ >
a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1
2

S=T1

对任意的u ∈Λ+,结合(2),(3)和(7)式,则有

2a‖u‖2 <λ(3-q)|u+|1+q1+q <λ(3-q)
‖u‖1+q

S
1+q
2

即

‖u‖ <
λ(3-q)
2a

é

ë
êê

ù

û
úú

1
1-q

S
1+q
2(q-1)=T2

2 主要结果及证明

定理1 假设a>0,0<b<
1
S2
,那么存在λ* >0,使得当0<λ<λ* 时,方程(1)至少有1个正

解u*,且u* ∈Λ+.
证  利用Ekeland变分原理,得到极小化序列{un}⊂Λ+∪Λ0,满足:

I(un)<c0+
1
n
;

I(u)≥I(un)-
1
n‖u-un‖,∀u∈Λ+∪Λ0.

由于I(un)=I(|un|),假设un(x)≥0,显然,{un}在H1
0(Ω)中是有界的,则存在子列(仍记为{un})及

u* ∈H1
0(Ω),使得

un⇀u* x∈H1
0(Ω)

un →u* x∈Ls(Ω),1≤s<4
un(x)→u*(x) a.e.x∈Ω

ì

î

í

ï
ï

ïï

下面证明u* 就是方程(1)的正解,且u* ∈Λ+.
第1步  证明当n→ ∞ 时,有 ‖I'(un)‖ →0.首先证明u* 不恒为0.假设u* ≡0,由条件  有

1
4|u+

n |44 ≥
a
2‖un‖2+

b
4‖un‖4-c0

由于un ∈Λ+∪Λ0,那么

0≤a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-(3-q)|u+
n |44 <

4(3-q)c0+o(1)<0
得出矛盾.接下来证明:当n→ ∞ 时,有 ‖I'(un)‖ →0.利用引理3,令t=un,ω=ωσ,那么有:

tn(σ)=tσ
I'(un)
‖I'(un)‖

æ

è
ç

ö

ø
÷

ωσ =tn(σ)un -σ
I'(un)
‖I'(un)‖

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Λ

‖un -ωσ‖
n ≥I(un)-I(ωσ)=

(1-tn(σ))<I'(ωσ),un>+σtn(σ)<I'(ωσ),
I'(un)
‖I'(un)‖>+o(σ) (2)

整理(2)式,两边同时除以σ,并且当σ→0时,同时取极限,有

1
n
(1+|t'n(0)|‖un‖)≥-t'n(0)<I'(un),un>+‖I'(un)‖=‖I'(un)‖

由{un}的有界性,一定存在正数C0,使得
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‖I'(un)‖ ≤
max{C0,1}

n
(1+|t'n(0)|)

下面只要证明{t'n(0)}是有界的即可.由(11)式我们知道,存在一个正数C1,使得

|t'n(0)|≤
C1

a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-(3-q)∫Ω
(u+

n)4dx
=

C1

2a‖un‖2-λ(3-q)∫Ω
(u+

n)1+qdx

显然,如果存在正数C2,使得

2a‖un‖2-λ(3-q)|un|1+q1+q <-C2

那么结论显然成立.不难发现,其实只要证明

liminf
n→∞

2a‖un‖2-λ(3-q)|u+
n |1+q1+q <0

成立即可.通过(2),(3)和(4)式,有

2a‖un‖2-λ(3-q)|u+
n |1+q1+q =- a(1-q)‖un‖2+b(3-q)‖un‖4-(3-q)∫Ω

(u+
n)4dx[ ] ≤0

下面利用反证法,假设

2a‖un‖2-λ(3-q)|u+
n |1+q1+q =0

那么有

lim
n→∞
2a‖un‖2=lim

n→∞
λ(3-q)|u+

n |1+q1+q =λ(3-q)|u+
*|1+q1+q

不妨令

lim
n→∞

‖un‖2=A

得到

2aA=λ(3-q)|u+
*|1+q1+q

且有

|u+
n |44 →

1-q
3-q

aA+bA2

由于当0<λ<λ 时,(8)式成立,那么

0<
2a
3-q

a(1-q)
3-q

é

ë
êê

ù

û
úú

1-q
2 A

3-q
2

aA(1-q)
3-q +bA2-bA2æ

è
ç

ö

ø
÷

1-q
2

-
2aA
3-q=

2aA
3-q-

2aA
3-q=0

得到矛盾.
第2步 证明当n→∞时,有‖un‖→‖u*‖.由{un}的有界性,我们设‖un‖→T(T>0),通

过集中紧性原理,一定存在子序列(不妨记为{un}),使得:

|∇un|2⇀|∇u*|2+∑
i∈Γ

μiσai

|un|4⇀|u*|4+∑
i∈Γ

νiσai

其中Γ 是至多可数的指标集,序列{ai}⊂Ω,σai
是ai 处的Dirac质量.且满足:

νi,μi ≥0   Sνi

1
2 ≤μi

当ε>0足够小时,令φi
ε(x)是光滑的截断函数,并且满足0≤φi

ε(x)≤1,其中

φi
ε(x)=1 |x-ai|≤

ε
2

φi
ε(x)=0 |x-ai|≥ε

ì

î

í

ïï

ïï
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那么{φi
ε(x)un}是有界的,从而<I'(un),φi

ε(x)un>→0,整理有

(a+b‖un‖2)∫Ω
∇u+

n∇(φi
ε(x)u+

n)dx=

-(a+b‖un‖2)∫Ω
φi

ε(x)|∇u+
n |2dx+λ∫Ω

φi
ε(x)(u+

n)1+qdx+∫Ω
φi

ε(x)(u+
n)4dx+o(1)

而由于{un}的有界性,得到

lim
ε→0
lim
n→∞

(a+b‖un‖2)∫Ω
∇u+

n∇φi
ε(x)u+

ndx=0

从而

lim
ε→0
lim
n→∞

-(a+b‖un‖2)∫Ω
φi

ε(x)|∇u+
n |2dx+λ∫Ω

φi
ε(x)(u+

n)1+qdx+∫Ω
φi

ε(x)(u+
n)4dx[ ] =0

通过文献[6],得到

νi ≥ (a+bT2)μi ≥aμi

解得νi ≥aS2.下面只要证明Γ 是空的即可得到

|un|44 →|u*|44
假设存在i∈Γ,使得νi ≥aS2,因为

∫Ω
|∇un|2dx≥∫Ω

|∇un|2φi
ε(x)dx=∫Ω

|∇u*|2φi
ε(x)dx+∑

j∈Γ
μjφi

ε(aj)+o(1)

令ε→0,得到

∫Ω
|∇un|2dx≥μiφi

ε(x)+o(1)≥aS2+o(1)

而在引理4中,当

λ<λ=
2
3-q

a
3-q
2S

1+q
2S1-q

时,解得∫Ω
|∇un|2dx <aS2,矛盾.即证得Γ 是空的,所以有

|un|44 →|u*|44
从而

lim
n→∞
(a+b‖un‖2)∫Ω

|∇u+
n |2dx=λ|u+

*|1+q1+q +|u+
*|44

另外,

(a+bT2)∫Ω
∇u+

n∇φdx=λ∫Ω
(u+

*)qφdx+∫Ω
(u+

*)3φdx   ∀φ∈H1
0(Ω)

显然成立.综上所述,有

(a+bT2)∫Ω
|∇u+

n |2dx=λ∫Ω
(u+

*)q+1dx+∫Ω
(u+

*)4dx

进一步得到

T=‖u*‖
即

‖un‖ → ‖u*‖

最后说明u* 是方程(1)的正解且u* ∈Λ+.当λ* =min{λ,λ}时,对 ∀φ∈H1
0(Ω),u* 满足<I'(u*),

φ>=0,即证得u* 是方程(1)的弱解且u* ∈Λ.而由 ‖u*‖ ≤liminf
n→∞

‖un‖ ≤T2,得u* ∈Λ+.因

<I'(u*),ϕ>= a+b∫Ω
|∇u*|2dx( )∫Ω

(∇u*,∇ϕ)dx-∫Ω
(u*

+)3ϕdx-λ∫Ω
(u*

+)qϕdx=0

从而
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∫Ω
(∇u*,∇ϕ)dx≥0

对于所有的ϕ∈H1
0(Ω)成立,即-Δu* ≥0.由强极大值原理得u* 是方程(1)的正解.
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ExistenceofPositiveSolutionsfor
KirchhoffTypeProblemswithCriticalExponent

RENZheng-juan, SHANGYan-ying
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,usingthemethodsofNeharimanifold,wedealwiththeexistenceofsolutionsfor
theKirchhofftypeproblemswithcriticalexponentinboundeddomainwhereN=4:

- a+b∫Ω
|∇u|2dx( )Δu=u3+λuq x∈Ω

u=0 x∈Ω{
Keywords:criticalexponent;Kirchhoff-typeproblem;Neharimanifold;theconcentrationcompactness

principle;Ekelandsvariationalprinciple
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