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逆的对偶Brunn-Minkowski不等式①
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摘要:运用逆的 Hölder不等式给出了逆的对偶 Minkowski不等式以及逆的对偶Brunn-Minkowski不等式.
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记Rn 为n(n≥2)维欧氏空间,B 和Sn-1 分别为Rn 中的单位球与单位球面.设K 为Rn 中的点集,若

对任意两点x,y∈K,都有(1-λ)x+λy∈K(0≤λ≤1),则称K 为凸集.若K 为完备凸集,则称K
为凸体.若点z∈intK,与K 中任一点z'构成的线段[z,z']包含于K,则称K 为关于点z的星集.关于

点z的星集K 的径向函数为

ρ(K,z,u)=max{λ≥0:z+λu∈K}   u∈Sn-1

若星集K 的径向函数关于u 连续,则称K 为星体.若z为原点o,则星体K 的径向函数ρ(K,o,u)简记

为ρK(u).用Sn
o 表示Rn 中关于原点的星体之集,星体K 的体积用V(K)表示.本文中仅考虑关于原点的星

体,关于其它点的星体也具有相同的结论.
文献[1]探究了星体的对偶混合体积,建立了经典对偶 Brunn-Minkowski理论,它与由 Brunn,

Minkowski,Blaschke,Aleksandrov等开创的经典的凸体理论有着密切的联系,其主旨思路是将凸体理论

中的凸体、支持函数、Minkowski和、混合体积等基本概念对应到更广义的星体、径向函数、Minkowski径

向和、对偶混合体积等(参见文献[2-5]).引入p 径向和后,并与分析学结合,星体理论的内容更加丰富

(参见文献[6-9]).
若K1,K2 为凸体,且λ,μ ≥0(不同时为0),则K1 与K2 的 Minkowski和λK1+μK2 定义为

λK1+μK2={λx+μy:x∈K1,y∈K2}

若K 为凸体,λ≥0,K 的 Minkowski标量积为λK ={λx:x ∈K}.
若K1,K2∈Sn

o,且λ,μ≥0(不同时为0),则K1 与K2 的 Minkowski径向和λK1+􀮨μK2 定义为(参
见文献[1]):

λK1+􀮨μK2={λx+􀮨μy:x∈K1,y∈K2}

x+􀮨y=
x+y x,o,y 共线

o 否则{
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由径向函数的定义知

ρλK1+􀮨μK2(u)=λρK1
(u)+μρK2

(u)

  若对K1,K2 ∈Sn
o,λ>0,有K1=λK2,则称K1 与K2 互为膨胀.

  对K1,K2 ∈Sn
o,K1 与K2 的一阶对偶混合体积V􀮨1(K1,K2)定义为(参见文献[2-3])

V􀮨1(K1,K2)=
1
nlimε→0+

V(K1+􀮨εK2)-V(K1)
ε =

1
n∫Sn-1

ρK1
(u)n-1ρK2

(u)dS(u) (1)

  文献[2]得到了对偶 Minkowski不等式与对偶Brunn-Minkowski不等式,分别为:

V􀮨1(K1,K2)≤V(K1)
n-1
nV(K2)

1
n   K1,K2 ∈Sn

o (2)
与

V(K1+􀮨K2)
1
n ≤V(K1)

1
n +V(K2)

1
n   K1,K2 ∈Sn

o (3)
不等式(2),(3)中等号成立当且仅当K1 与K2 互为膨胀.

对K1,K2 ∈Sn
o 及p∈R\{0},λ,μ >0,K1 与K2 的p 径向和λ·K1+􀮨pμ·K2 定义为

ρλ·K1+􀮨pμ·K2(u)
p =λρK1

(u)p +μρK2
(u)p

其中λ·K =λ
1
p K.与(1)式对应的p 对偶混合体积V􀮨p(K1,K2)定义为(参见文献[7])

V􀮨p(K1,K2)=
p
nlimε→0+

V(K1+􀮨pε·K2)-V(K1)
ε =

1
n∫Sn-1

ρK1
(u)n-pρK2

(u)pdS(u) (4)

  对p>0,由Hölder不等式[10]及(4)式可得p 对偶 Minkowski不等式

V􀮨p(K1,K2)≤V(K1)
n-p
n V(K2)

p
n   K1,K2 ∈Sn

o (5)
等号成立当且仅当K1 与K2 互为膨胀.

运用 Minkowski不等式可得p 对偶Brunn-Minkowski不等式(参见文献[7])

V(K1+􀮨pK2)
p
n ≤V(K1)

p
n +V(K2)

p
n   K1,K2 ∈Sn

o (6)
等号成立当且仅当K1 与K2 互为膨胀.

不等式(2),(3)分别是不等式(5),(6)的特例,在本文中我们将研究不等式(5)与(6)的逆,即是否存

在c1,c2 ≥1,使得:

V(K1)
n-p
n V(K2)

p
n ≤c1V􀮨p(K1,K2)   K1,K2 ∈Sn

o (7)
与

V(K1)
p
n +V(K2)

p
n ≤c2V(K1+􀮨pK2)

p
n   K1,K2 ∈Sn

o (8)
对这一问题,文献[11]给出了肯定的回答,本文得出另一新的结果.关于逆的几何不等式问题探究吸引了

不少数学探究者(参见文献[11-12]).

引理1[13] 若0<m1 ≤a≤M1,0<m2 ≤b≤M2,
1
p1

+
1
p2

=1,pi >1(i=1,2),则

max{C(p1,p2)
(M1,m2),C(p1,p2)

(m1,M2)}a
1
p1b

1
p2 ≥

a
p1

+
b
p2

等号成立当且仅当(a,b)=(m1,M2)或(a,b)=(M1,m2),其中

C(p1,p2)
(x,y)=

x
p1

+
y
p2

x
1
p1y

1
p2
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由Young不等式xp1

p1
+
yp2

p2
≥xy(x,y≥0)知C(p1,p2)

(x,y)≥1.

设f(x)为可测集X 上的正值可测函数,定义范数

‖f(x)‖p =∫X
f(x)pdx( )

1
p

   p≠0

  引理2(逆的Hölder不等式) 设fi(x)(i=1,2)为可测闭集X 上满足mi≤fi(x)≤Mi 的正值连

续函数.记:

T(p1,p2)
(mi,Mi,Xi)=maxC(p1,p2)

mp1
1

X1
,
Mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C(p1,p2)

Mp1
1

X1
,
mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

Xi=‖f‖pi
pi

若pi >1,
1
p1

+
1
p2

=1且fi(x)pi 可积,则

∏
2

i=1
‖fi(x)‖pi ≤T(p1,p2)

(mi,Mi,Xi)‖∏
2

i=1
fi(x)‖1 (9)

  证  设xi=
fi(x)pi

Xi
,Xi=‖f‖pi

pi
,则有

mpi
i

Xi
≤xi ≤

Mpi
i

Xi
.运用引理1得

maxC(p1,p2)
Mp1
1

X1
,
mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C(p1,p2)

mp1
1

X1
,
Mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } f1(x)f2(x)

X1

1
p1X2

1
p2

≥
fp1
1 (x)

p1X1
+
fp2
2 (x)

p2X2

两端同时积分即得

maxC(p1,p2)
Mp1
1

X1
,
mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C(p1,p2)

mp1
1

X1
,
Mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ‖∏

2

i=1
fi(x)‖1 ≥∏

2

i=1
‖fi(x)‖pi

令

maxC(p1,p2)
Mp1
1

X1
,
mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,C(p1,p2)

mp1
1

X1
,
Mp2
2

X2

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }=T(p1,p2)

(mi,Mi,Xi)

即得不等式(9).
  运用引理2,我们得到逆的p 对偶 Minkowski不等式.
  定理1 若K1,K2 ∈Sn

o,0<p<n,T n
n-p

,n
p( )
(mi,Mi,Xi)同引理2,则

V(K1)
n-p
n V(K2)

p
n ≤T n

n-p
,n
p( )
(mi,Mi,Xi)V􀮨p(K1,K2) (10)

  证  设:

f1(u)=ρK1
(u)n-p   f2(u)=ρK2

(u)p

p1=
n

n-p
   p2=

n
p

将它们代入引理2即得不等式(10).
当p=1时,不等式(10)为不等式(2)的逆,即:
推论1 若K1,K2 ∈Sn

o,T n
n-1

,n( )
(mi,Mi,Xi)同引理2,则

V(K1)
n-1
n V(K2)

1
n ≤T n

n-1
,n( )
(mi,Mi,Xi)V􀮨1(K1,K2)

  运用引理2可得逆的 Minkowski不等式:

  引理3 设fi(x)(i=1,2)为可测闭集X 上满足mi≤fi(x)≤Mi 的正值连续函数.若p>1,并

记:

w=min∑
2

i=1
fi(x){ }   W =max∑

2

i=1
fi(x){ }   X3=‖∑

2

i=1
fi(x)‖p-1

p-1
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c
p,

p
p-1( ) =

max{T
p,

p
p-1( )

(m1,wp-1,M1,Wp-1,X1,X3),T p,
p

p-1( )
(m2,wp-1,M2,Wp-1,X2,X3)}

则

∑
2

i=1
‖fi(x)‖p ≤c

p,
p

p-1( ) ‖∑
2

i=1
fi(x)‖p

(11)

  证  由

‖∑
2

i=1
fi(x)‖p

p
=‖f1(x)∑

2

i=1
fi(x)( )

p-1

‖1+‖f2(x)∑
2

i=1
fi(x)( )

p-1

‖1
对等号右边两式分别运用引理2,有:

‖f1(x)‖p‖∑
2

i=1
fi(x)‖p-1

p
≤

T
p,

p
p-1( )

(m1,wp-1,M1,Wp-1,X1,X3)‖f1(x)∑
2

i=1
fi(x)( )

p-1

‖1 (12)

‖f2(x)‖p‖∑
2

i=1
fi(x)‖p-1

p
≤

T
p,

p
p-1( )

(m2,wp-1,M2,Wp-1,X2,X3)‖f1(x)∑
2

i=1
fi(x)( )

p-1

‖1 (13)

令

c
p,

p
p-1( ) =

max{T
p,

p
p-1( )

(m1,wp-1,M1,Wp-1,X1,X3),T p,
p

p-1( )
(m2,wp-1,M2,Wp-1,X2,X3)}

将(12),(13)两不等式对应相加即得不等式(11).
运用引理3,我们得到如下逆的p 对偶Brunn-Minkowski不等式:

定理2 若K1,K2 ∈Sn
o,0<p<n,c n

p
, n
n-p( )

同引理3,则

V(K1)
p
n +V(K2)

p
n ≤c n

p
, n
n-p( )V(K1+􀮨pK2)

p
n (14)

  证  因为

V(K1+􀮨pK2)=
1
n∫Sn-1

[ρK1
(u)p +ρK2

(u)p]
n
pdx

则可令:

f1(u)=ρK1
(u)p   f2(u)=ρK2

(u)p

运用引理3即可得证定理2.
当p=1时,不等式(14)为不等式(3)的逆,即:

推论2 若K1,K2 ∈Sn
o,c n, n

n-1( )
同引理3,则

V(K1)
1
n +V(K2)

1
n ≤c

n, n
n-1( )V(K1+􀮨K2)

1
n
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Abstract:Inthispaper,byapplyingreverseHölder􀆳sinequality,weobtainthereversedualMinkowskiin-
equalityandthereversedualBrunn-Minkowskiinequality.
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