
第38卷第5期         西 南 大 学 学 报 (自然科学版)           2016年5月

Vol.38 No.5 JournalofSouthwestUniversity(NaturalScienceEdition) May. 2016

DOI:10.13718/j.cnki.xdzk.2016.05.014

基孔肯雅病毒在宿主体内的时滞动力学模型①

王 艳, 刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立并分析了一个考虑基孔肯雅病毒在宿主体内的离散时滞动力学模型.首先,证明了解的正性和有界性,并

计算出基本再生数R0;其次,讨论了模型平衡点的存在性,得出无感染平衡点始终存在,而当R0>1时,存在唯一的

地方病平衡点;最后,通过构造Lyapunov泛函,得到了无病平衡点的全局稳定性及地方病平衡点的全局稳定性.
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基孔肯雅热(Chikungunyafever)是一种人兽共患病,由基孔肯雅病毒(Chikungunyavirus)引起,由埃

及伊蚊和白蚁伊蚊叮咬传播,主要症状为皮疹、发热、关节疼痛和轻度出血[1-2].病情发展迅速,但恢复缓

慢,恢复期长达数周、数月,甚至数年,给患者带来很大痛苦[3].患者可因患有慢性疾病、心血管系统和突

发神经系统并发症而死亡[4].该病主要分布在南亚、非洲、东南亚热带和亚热带地区.近年来,该病范围正

逐渐扩大,从热带、亚热带向温带扩展,并波及我国南方地区[5].到目前为止,对该病的致病机理知之甚

少,无特异性疫苗和治疗药物,因此,基孔肯雅热病仍然是不可忽视的公众威胁.自从该病开始爆发流行,
相关的数学模型也应运而生[6-8]、然而,从细胞水平和抗体免疫的角度研究该病的模型很少.同时,最新的

研究结果表明B细胞在基孔肯雅病毒的刺激下产生的抗体具有中和该病毒的作用[9].
根据以上生物背景,在参考文献[10-11]的基础上,建立模型如下
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其中:S 表示未感染宿主细胞的浓度 (如表皮细胞、内皮细胞、成纤维细胞和巨噬细胞);I,V,B 分别表示

被感染宿主细胞的浓度、基孔肯雅病毒颗粒的浓度和B 细胞的浓度;μ 和η分别表示未感染宿主细胞和B

细胞的自然生长率;饱和发生率 bSV
1+qV

表示未感染宿主细胞和病毒的接触率;p 是病毒和B 细胞的接触

率;α,β,r和δ分别表示未感染细胞、感染细胞、病毒和B 细胞的自然死亡率;m 为一个感染细胞在它的一

生中所产生的病毒粒子率;c表示由基孔肯雅病毒激发产生的B 细胞率;τ1 表示未感染宿主细胞变为感染
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细胞的时间,τ2 表示新产生病毒的成熟时间.

1 解的正性和有界性

令τ=max{τ1,τ2}>0.系统(1)的初值条件为

(S0(θ),I0(θ),V0(θ),B0(θ))∈C+×C+×C+×C+

其中:C+=C(φ:[-τ,0],R+)是从[-τ,0]到R+ 的连续函数构成的巴拿赫空间且定义范数

‖φ‖= sup
-τ≤θ≤0

|φ(θ)|

  引理1 设(S(t),I(t),V(t),B(t))是系统(1)满足初值条件的任一解,则对于t≥0都有(S(t),
I(t),V(t),B(t))非负且一致最终有界.

证  首先,证明当t≥0时,有S(t)≥0.假设不成立,则存在t0>0,当t∈ [0,t0)时,S(t)≥0
和S(t0)=0.由系统(1)的第一个方程可得:

S
·
(t0)=μ>0

于是对于充分小的ε>0,当t∈(t0-ε,t0)时有S(t)<0,这与t∈(0,t0),S(t)≥0矛盾.因此,当

t≥0,S(t)在解的存在区间是非负的.
下面证明I(t)和V(t)的非负性.由系统(1)的第二、三个方程可得:

I(t)=I(0)e-βt+∫
t

0

bS(θ-τ1)V(θ-τ1)
1+qV(θ-τ1)

eβ
(θ-t)dθ

V(t)=V(0)e-∫t0(r+pB(a))da +m∫
t

0
[I(θ-τ2)e-∫tθ(r+pB(a))da]dθ

于是在解的存在区间,对于t>0,I(t)≥0,V(t)≥0.
由系统(1)的第四个方程有

dB
dt=η+cBV-δB ≥η-δB

因此

B(t)≥B(0)e-δt+η
δ
(1-e-δt)

成立,即对于t>0,B(t)≥0.
下面证明解的有界性.由系统(1)的第一个方程,我们可得

dS
dt ≤μ-αS

于是有

limsup
t→∞

S(t)≤μ
α

由系统(1)的前两个方程,可得

d
dt
[S(t-τ1)+I(t)]=μ-αS(t-τ1)-βI≤

μ-k1[S(t-τ1)+I]
其中k1=min{α,β}.因此

limsup
t→∞

[S(t-τ1)+I(t)]≤μ
k1

即

I(t)≤μ
k1

由系统(1)的第三个方程可得

dV(t)
dt ≤

mμ
k1 -rV(t)
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因此

limsup
t→∞

V(t)≤
mμ
k1r

记

T(t)=S(t)+I(t+τ1)+ β
2mV(t+τ1+τ2)+βp

2mcB
(t+τ1+τ2)

沿着系统(1)轨线的全导数为:

dT
dt =μ+βpη

2mc-αS-β
2I
(t+τ1)-βr

2mV(t+τ1+τ2)-βpδ
2mcB

(t+τ1+τ2)≤

μ+βpη
2mc-k2T

其中k2=minα,β2
,r,δ{ } .因此

limsup
t→∞

T(t)≤μ
k2+ βpη

2mck2
由B(t)非负性的证明,有

liminf
t→∞

B(t)≥η
δ

于是

η
δ ≤B(t)≤η

k2+
2mcμ
βpk2

由引理可得系统(1)的可行域为

Ω= (S,I,V,B)|0<S≤μ
α
,0≤I<μ

k1
,0≤V <

mμ
k1r+

δ
c
,η
δ ≤B <η

k2+
2mcμ
βpk2{ }

本文将在Ω 里研究系统(1)的动力学性态.

2 基本再生数和平衡点

应用下一代矩阵方法[12]可以得到系统(1)的基本再生数为

R0=
bμδm

αβ(rδ+pη)

  引理2 系统(1)始终存在无感染平衡点E0;如果R0 >1,系统(1)还存在唯一的地方病平衡点E1.
  证  令系统(1)的4个方程为0,可得:

μ-αS-
bSV
1+qV=0

bS(t-τ1)V(t-τ1)
1+qV(t-τ1) -βI=0

mI(t-τ2)-rV-pBV=0

η+cBV-δB=0
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(2)

于是,系统(1)总有无感染平衡点

E0=(S0,I0,V0,B0)= μ
α
,0,0,ηδ

æ
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由(2)式可得

S= μ(1+qV)
α(1+qV)+bV

I=
bSV

β(1+qV)=
bμV

αβ(1+qV)+βbV
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B= η
δ-cV

(3)

将(3)式代入(2)式的第三个方程,于是V 满足以下方程:

P1V2+P2V+P3=0
其中

P1=rβc(b+αq)

P2=
αβc(rδ+pη)

δ
(1-R0)-β(b+αq)(rδ+pη)-

cαβpη
δ

P3=αβ(rδ+pη)(R0-1)
令

F(V)=P1V2+P2V+P3

由于

F'(V)=2rβc(b+αq)V+
αβc(rδ+pη)

δ
(1-R0)-β(b+αq)(rδ+pη)-

cαβpη
δ

F'(0)=
αβc(rδ+pη)

δ
(1-R0)-β(b+αq)(rδ+pη)-

cαβpη
δ

当R0 >1,F'(0)<0,F(0)=αβ(rδ+pη)(R0-1)>0,F
δ
c

æ
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÷ = -pηβ[(b+αq)δ+αc]

c <0,于是

F(V)在区间 0,δc
é

ë
êê
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ø
÷ 有唯一正根

V1=
-P2- P2

2-4P1P3

2P1

故系统(1)有唯一的地方病平衡点

E1=(S1,I1,V1,B1)= μ(1+qV1)
(α(1+qV1)+bV1)

, bS1V1

(β(1+qV1))
,V1, η

(δ-cV1)
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è
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3 稳定性分析

定理1 当R0 <1时,无感染平衡点E0 是全局渐近稳定的.
证  定义一个Lyapunov泛函:

W0=S-S0lnS+I+β
mV+βp

mc
(B-B0lnB)+∫

t

t-τ1

bS(θ)V(θ)
1+qV(θ)

dθ+∫
t

t-τ2
βI(θ)dθ

沿着系统(1)轨线的全导数为:

dW0

dt = 1-
S0

S
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B
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dt+

d
dt∫

t

t-τ1

bS(θ)V(θ)
1+qV(θ)

dθ+
d
dt∫

t

t-τ2
βI(θ)dθ

将μ=αS0,η=δB0 代入,则有
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当R0 < 1,
dW0

dt ≤ 0 和
dW0

dt =0 当 且 仅 当 V =0,S = S0,B = B0.因 此, {E0}是
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(S,I,V,B)|
dW0

dt =0{ } 的最大不变集.由Lyapunov-LaSalle不变集原理[13],E0 是全局渐近稳定的.定

理得证.
定理2 当R0 >1时,地方病平衡点E1 是全局渐近稳定的.
证  定义函数

ϕ(x)=x-1-lnx
对于x ≥0,容易得到ϕ(x)≥0,且ϕ(x)=0当且仅当x=1.

定义一个Lyapunov泛函:

W1=S-S1lnS+I-I1lnI+β
m
(V-V1lnV)+βp

mc
(B-B1lnB)+

bS1V1

1+qV1∫
t
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ϕ

S(θ)V(θ)
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沿着系统(1)轨线的全导数为:
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由于E1 是系统(1)的地方病平衡点,于是有

μ=αS1+
bS1V1

1+qV1

bS1V1

1+qV1
=βI1=

βrV1

m +βpB1V1

m

η+cB1V1=δB1

并且

d
dt∫

t

t-τ1
ϕ

S(θ)V(θ)
1+qV(θ)

1+qV1

bS1V1
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d
dt∫

t

t-τ2
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I(θ)
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I1 +ln
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因此,有

dW1
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S1

S -
S
S1

æ

è
ç

ö

ø
÷+3

bS1V1

1+qV1
-

bS1V1

1+qV1

S1

S +
bS1V
1+qV-

S(t-τ1)V(t-τ1)
1+qV(t-τ1)

I1
I +-βr

mV-

β
V1

VI(t-τ2)-βp
mB1V+βpη

m 2-
B1

B -
B
B1

æ

è
ç

ö

ø
÷+

bS1V1

1+qV1

ln
S(t-τ1)V(t-τ1)
1+qV(t-τ1)

I(t-τ2)
I

1+qV
SV

é

ë
êê

ù

û
úú=

αS1 2-
S1

S -
S
S1

æ

è
ç

ö

ø
÷-

bqS1

(1+qV)(1+qV1)2
(V-V1)2+βpη

m 2-
B1

B -
B
B1

æ

è
ç

ö

ø
÷-

bS1V1

1+qV1
ϕ

S1

S
æ

è
ç

ö

ø
÷+ϕ

S(t-τ1)V(t-τ1)
1+qV(t-τ1)

I1
I
1+qV1

S1V1

æ

è
ç

ö

ø
÷+ϕ

V1I(t-τ2)
VI1

æ

è
ç

ö

ø
÷+ϕ

1+qV
1+qV1

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú ≤0

dW1

dt =0当且仅当S=S1,I=I1,V=V1,B=B1.因此,M1={E1}是 (S,I,V,B)|
dW1

dt =0{ } 的最大

不变集.由Lyapunov-LaSalle不变集原理[13],系统(1)的任意解均趋于M1.故E1 是全局渐近稳定的.定理

得证.
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AWithin-HostChikungunyaVirusInfectionModelwithDelay

WANG Yan1, LIUXian-ning1
DepartmentofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,awithin-hostChikungunyavirusinfectionmodelwithdiscretedelaysisconsidered
andanalyzed.Firstly,thepositivityandboundednessofsolutionsareprovedandthebasicreproductive
numberR0iscomputed.Secondly,theexistenceofequilibriaisdiscussed.Therealwaysexistsavirus-free
equilibriumpoint,andthereisauniqueendemicequilibriumpointwhenR0>1.Finally,theglobalstabili-
tiesofthevirus-freeequilibriumandendemicequilibriumareobtainedbyconstructingLyapunovfunctions.
Keywords:within-hostmodel;Chikungunyavirusinfection;discretedelay;Lyapunovfunction;global

stability
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