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具有脉冲加药的双菌株模型的动力学分析①

闫 超, 王稳地, 曾 豪, 芶知学

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:建立了一个考虑脉冲注射抗生素药物的四维双菌株动力学模型,得到了脉冲加药的双菌株模型的基本再生

数,证明了无菌平衡点的局部渐近稳定和全局吸引,得到无菌平衡点是全局渐近稳定的.此外,还得到了菌株1、菌

株2的一致持续生存条件.
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一直以来,抗生素类药物对于抑制细菌再生起到良好的效果.但由于近些年抗生素药物的滥用导致细

菌对于抗生素类药物产生耐药性的突变,从而在临床上对于病菌的控制提出极大挑战.本文根据最近一篇

发表在Nature上的一个有关抗药性菌株产生吲哚物质有助于保护野生型菌株的实验[1],在文献[2]的模型

(2.1)的基础上建立模型.由于抗生素注射到体内的药物浓度会逐渐衰减,药效也会随着浓度的降低而减

弱,因此自治系统并不能完美地刻画出注射抗生素药物的真实情况,而文献[3-5]运用时间脉冲来刻画实

验中的药物注射过程并得到了很好的结果.所以本文考虑基于时间脉冲注射抗生素药物来建立四维双菌株

恒化器模型能够更加贴近真实的实验过程,定义在非自治周期系统下的基本再生数与入侵再生数,并对双

菌株的稳定性和一致持续生存进行分析.
设S(t),B1(t),B2(t),I(t),C(t)分别表示t时刻恒化器内营养物质浓度,两种菌株各自的浓度、吲哚

浓度以及注射的抗生素药物浓度.建立如下的数学模型:

S
·
=A-dS- μ1S

γ1(m1+S)B1- μ2S
γ2(m2+S)B2

B
·
1= μ1S

m1+SB1-dB1-
ε1(C(t))
1+hI B1

B
·
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I
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C
·
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其中:A 表示营养物质的输入率,d 表示恒化器内营养物质以及菌株的清除率,mi 是米氏常数,γi 是

一个恒定常数表示营养对机体的生物转化效率,μi 表示菌株的最大增殖率,ε1 和ε2 表示由于抗生素

的注射导致两类菌株各自的死亡率,ε3 表示由于第二类菌株(耐药型菌株)分泌出吲哚的消耗而导致

自身额外的死亡率,ε4 表示吲哚的衰减率.αB2 为吲哚的分泌项, hI
(1+hI)

表示吲哚对第一类菌株(野

生型菌株)起到保护作用的概率, 1
(1+hI)

则表示未起到保护的概率,ε1
(C(t))
(1+hI)

表示抗生素治疗与吲

哚保护的综合项.
在本模型中,ε1 和ε2 是随时间变化而变化的参数,依赖于不同时刻抗生素浓度,ki,ai 是常数,而Ci

表示一次注射抗生素的剂量.则抗生素的浓度C(t)渐近趋于下面以τ为周期的周期函数:

C(t)=e-gt(modτ) Ci

1-e-gτ

由lim
t→∞
(C(t)-C(t))=0.考虑脉冲注射抗生素的模型(1)渐近趋于下面周期系统:

S
·
=A-dS- μ1S

γ1(m1+S)B1- μ2S
γ2(m2+S)B2

B
·
1= μ1S

m1+SB1-dB1-
ε1(C(t))
1+hI B1

B
·
2= μ2S

m2+SB2-(d+ε3)B2-ε2(C(t))B2

I
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1+hI
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其中ε1(C(t))和ε2(C(t))是以τ为周期的周期系数.
引理1 在初始条件S(0)>0,B1(0)≥0,B2(0)≥0,I(0)≥0的情况下,系统(2)的解是非负的,

并且是一致最终有界的.
证  当初始条件S(0)>0,B1(0)≥0,B2(0)≥0,I(0)≥0,不难证明系统(2)的解是非负的.
下面证明解是最终有界的,令

L=S+
B1

γ1
+

B2

γ2

沿着系统(2)轨线求导得

dL
dt ≤A-dL

求解得到:

limsup
t→∞

L(t)≤
A
d

所以系统(2)的S(t),B1(t),B2(t)是一致最终有界的.对于I则有

dI
dt≤αB2-(d+ε4)I≤αA

d -(d+ε4)I

由此得到I也是一致最终有界的,则系统(2)的解是非负的,并且是一致最终有界的.

1 基本再生数

模型(2)存在无菌平衡点E0=
A
d
,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷ ,并且根据文献[6-7]对于周期系统基本再生数的定义,
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模型 (2)在无菌平衡点E0 处进行线性化得到:
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d+ε1(C(t)) 0

0 d+ε2(C(t))+ε3
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并且对于每一个s∈R,矩阵Y(t,s)满足

d
dtY
(t,s)=-J(t)Y(t,s)   ∀t≥s   Y(s,s)=E

根据文献[7],定义下一代双菌株再生算子L:Cτ →Cτ 为

(Lϕ)(t)=∫
∞

0
Y(t,t-a)F(t,t-a)ϕ(t,t-a)da   ∀t∈R,ϕ∈Cτ

其中ϕ是两类菌株在巴拿赫空间Cτ 中的初始分布,Cτ 是从R →R2的所有τ周期函数组成的有序的巴拿

赫空间.基本再生数定义为算子L 的谱半径,即R0:=ρ(L).由此易得菌株B1 的基本再生数为

(L1ϕ1)(t)=∫
∞

0

μ1
A
d

m1+
A
d

e-d(t-a)-ε1(t-a)ϕ1(t-a)da

其中ϕ1 是菌株B1 的初始分布.菌株B2 的基本再生数为

(L2ϕ2)(t)=∫
∞

0

μ2
A
d

m2+
A
d

e-d(t-a)-ε3(t-a)-ε2(t-a)ϕ2(t-a)da

其中ϕ2 是菌株B2 的初始分布,则R10:=ρ(L1),R20:=ρ(L2)且R0=max{R10,R20}.
引用文献[7]的定理2.2作为本文的引理2:

引理2 R0=1等价于ρ(ΦF-V
(τ))=1.

R0 >1等价于ρ(ΦF-V
(τ))>1.

R0 <1等价于ρ(ΦF-V
(τ))<1.

其中:ΦM(t)表示微分方程dz
dt=M(t)z的基解矩阵,ρ(ΦM(t))表示ΦM(t)的谱半径.

因此,当R0 <1时,E0 是局部渐近稳定的;当R0 >1时,E0 是不稳定的.

2 动力学分析

定理1 当R0 <1时,系统(2)的无菌平衡态E0 是全局渐近稳定的.
证  由引理2,我们可以得到当R0<1时,系统(2)的无菌平衡态E0是局部渐近稳定的.下面则需要

证明E0 在R0<1情况下的全局吸引.由引理2可知R0<1则ρ(ΦF-J
(τ))<1.所以我们可以选取一个充

分小的δ 使得ρ(ΦG(δ)(τ))<1,其中
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G(δ)(t)=
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并且存在N1,使得对于t≥N1τ 有S(t)≤
A
d +δ,所以对于t≥N1τ,满足:

B
·
1 ≤

μ1
A
d +δæ
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(3)

根据文献[8]的引理2.1可知,针对下面的系统(4):

B
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(4)

存在形如e
1
τln(ρ(ΦG(δ)(τ)))th(t)的解,其中h(t)是以τ为周期的周期函数.由ρ(ΦG(δ)(τ))<1,可知当t→∞

时,e
1
τln(ρ(ΦG(δ)(τ)))th(t)→0,所以对于任意的非负初值x0,总会存在一个充分大的M 使得

(B1(N1τ,x0),B2(N1τ,x0))≤Mh(0)

由比较原理,对于所有的t≥N1τ 同样满足

(B1(t,x0),B2(t,x0))≤Me
1
τln(ρ(ΦG(δ)(τ)))(t-N1τ)

h(t)

因此

lim
t→∞
(B1(t,x0),B2(t,x0))=(0,0)∀x∈R5+

由此易证当t→ ∞ 时,有

S(t,x0)→
A
d   I

(t,x0)→0

无菌平衡点E0 的全局吸引证毕.

定理2 如果基本再生数R10 >1,R20 <1,系统(2)中的菌株1是一致持续生存的.
证  关于菌株1的一致持续性的证明,我们应用文献[9-10]的相关知识.假设

X =R4+,X0={x∈R4+:x2 >0},X0:=X\X0={x∈R4+:x2=0}

设P:R4+ →R4+ 是系统(2)的庞加莱映射,即

P(x0)=(S(τ,x0),B1(τ,x0),B2(τ,x0),I(τ,x0))∀x0 ∈R4+
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由于X0 和X0 都是正不变集,并且由前面引理1证明了系统(2)是耗散系统.设集合M ={x∈R4+:Pm

(x)∈X0,∀m >0},因为R20 <1,由定理1的证明过程可知,当t→ ∞,在集合X0 中,

(S(t,y0),B2(t,y0),I(t,y0))→
A
d
,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷

则

M ={(x1,0,0,0)∈R4+:x1 ≥0}

并且因为R10 >1,有ρ(ΦF1-J1
(τ))>1,则存在充分小的δ1 使得ρ(ΦF1(δ1)-J1

(τ))>1.因为对于t∈[0,

τ]有

lim
x0→ A

d
,0,0,0( )

(S(t,x0),B1(t,x0),B2(t,x0),I(t,x0))=
A
d
,0,0,0æ
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那么存在δ2 >0满足 ∀t∈ [0,τ],‖y0-
A
d
,0,0,0æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖ ≤δ2,使得

‖(S(t,y0),B1(t,y0),B2(t,y0),I(t,y0))-
A
d
,0,0,0æ

è
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ø
÷ ‖ ≤δ1

接下来我们只需证明E0 在集合X0 是弱排斥的就可以了,即证对于每个x0 ∈X0,都有

limsup
n→∞

‖Pn(x0)-
A
d
,0,0,0æ

è
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为此我们采用反证法,假设:对于某个y0 ∈X0,有

limsup
n→∞

‖Pn(y0)-
A
d
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则存在N2 >0对于所有t≥N2τ 使得

‖(S(t,y0),B1(t,y0),B2(t,y0),I(t,y0))-
A
d
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在t≥N2τ 的情况下满足下列不等关系:

B
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μ1
A
d -δ1
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B1-dB1-ε1(C(t))B1

根据文献[8]的引理2.1可知,对于

B
·
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μ1
A
d -δ1
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m1+
A
d -δ1
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B1-dB1-ε1(C(t))B1

存在形如e
1
τln(ρ(ΦF1(δ1)-J1(τ)))th(t)的解,其中h(t)是以τ为周期的周期函数.由ρ(ΦF1(δ1)-J1

(τ))>1,可知

当t→ ∞ 时,e
1
τln(ρ(ΦF1(δ1)-J1(τ)))th(t)→ ∞.所以对于任意的非负初值y0,总会存在一个充分小的M 使得

B1(N2τ,y0)≥Mh(0)

由比较原理,对于t≥N2τ,同样满足

B1(t,x0)≥Me
1
τln(ρ(ΦF1(δ1)-J1(τ)))(t-N2τ)

h(t)

所以当t→∞时,B1(t,x0)→∞,与前面假设矛盾,因此无菌平衡点E0在集合X0中是弱排斥.那么,当

R10 >1,R20 <1时,系统(2)的菌株1是一致持续生存的.

进一步地,结合文献[10]的定理1.3.1,定理1.3.6以及定理3.1.1,最终可以证明当R10>1,R20<1,
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系统(2)存在周期解.证毕.
下面在给出菌株2是一致持续生存的定理之前,我们需要引入菌株2的入侵再生数.由于实际应用中细

菌的增长比营养输入要慢得多,假设营养S以快时间尺度变化,从而达到拟平衡态,则系统(2)化简为下面

系统(5),即由B1,B2,I组成的系统:

B
·
1= μ1S

m1+S
B1-dB1-

ε1(C(t))
1+hI B1

B
·
2= μ2S

m2+S
B2-(d+ε3)B2-ε2(C(t))B2

I
·
=αB2-(d+ε4)I- ηIB1

1+hI

ì
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ï
ïï

(5)

其中S 表示由营养S 达到拟平衡态解得的表达式.假设

X =R4+,X0={x∈R4+:xi >0,i=3,4},X0:=X\X0={x∈R4+:x3=0或x4=0}

下面证明在X0 中边界周期解E1=(S,B1,0,0)的唯一性.即证明

B
·
1=B1

μ1f(B1)
m1+f(B1)-

d-ε1(C(t))
æ

è
ç

ö

ø
÷ (6)

存在唯一的周期解.解得

S=f(B1)=
γ1A-γ1dm1-μ1B1+ (γ1A-γ1dm1-μ1B1)2+4γ1

2Am1d
2dγ1

进一步关于B1 求导得f
B1

<0.为了后面表达形式简单,令g(B1)= μ1f(B1)
m1+f(B1)

.

然后作(6)式的庞加莱映射P:R+ →R+.当B1(0)=B10,则

P(B10)=B1(τ,B10)

其中B1(t,B10)是方程(6)初值为B10 的解.令:

v(t)=
B1

B10
(t,B10)

则

P'(B10)=
B1

B10
(τ,B10)=v(τ)

由

v'(t)=v(t)[g(B1(t,B10))-d-ε1(C(t))+
g(B1(t,B10))

B10
B1(t,B10)]

求解v(t)可得

P'(B10)=e∫
τ

0
[g(B1(t,B10))-d-ε1(C(t))+

g(B1(t,B10))
B10

B1(t,B10)]dt

假设存在两个不相同的周期解使得

P(B11)=B11   P(B12)=B12

不失一般性我们假设B11 <B12.由庞加莱映射的连续可微性存在B1m 满足B11 <B1m <B12,使得:

|B11-B12|=|P(B11)-P(B12)|=|P'(B1m)||B11-B12| (7)

且B1(t,B11)<B1(t,B1m)<B1(t,B12).
如果B1(t,B11)是满足(6)式的一个周期解,则有

∫0

τ
[g(B1(t,B11))-d-ε1(C(t))]dt=0
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由前面得到的f
B1

<0知

g
B1

=
μ1m1

f
B1

(m1+f)2
<0

所以

P'(B1m)=e∫
τ

0
[g(B1(t,B1m))-d-ε1(C(t))+

g(B1(t,B1m))
B1m

B1(t,B1m)]dt <

e∫
τ

0
[g(B1(t,B11))-d-ε1(C(t))+

g(B1(t,B1m))
B1m

B1(t,B1m)]dt=

e∫
τ

0

g(B1(t,B1m))
B1m

B1(t,B1m)dt <1 (8)

与(7)式矛盾,所以在X0 中存在唯一的边界周期解E1=(S,B1,0,0).下面定义在边界周期解E1 上的

入侵再生数R210 ,

F3(t)=

μ1S(t)

m1+S(t)
0

0 μ2S(t)

m2+S(t)

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

J3(t)=
d+ε1(C(t)) 0

0 d+ε2(C(t))+ε3

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

(L3ϕ3)(t)=∫
∞

0
Y3(t,t-a)F3(t,t-a)ϕ3(t,t-a)da∀t∈R,ϕ∈Cτ

则R210 :=ρ(L3),且R210 :=ρ(L3)>1等价于ρ(ΦF3-J3
(τ))>1.

下面证明当R20>1,R210 >1时,E1在集合X0是弱排斥的,类似定理2采用反证法,这里省略证明过

程.由此,得到下面定理3.
定理3 如果基本再生数R20 >1,R210 >1,系统(5)中的菌株2是一致持续生存的.
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DynamicalAnalysisofaTwo-StrainBacteria
ModelwithImpulsiveAntibioticEffect

YAN Chao, WANGWen-di, ZENG Hao, GOUZhi-xue
DepartmentofMathematicsandStatistics,NorthwestUniversity,Chongqing400715,China

Abstract:Inthispaper,a4-dimensionalchemostatmodeloftwo-strainbacteriawithimpulsiveantibiotic

effectisproposed.Bydefiningthespectralradiusofanextinfectionoperatorintheperiodicsystemtode-

scribethebasicreproductionnumber,thebacteria-freeequilibriumisshowntobegloballyasymptotically

stablebyprovingthattheequilibriumisgloballyattractiveandlocallyasymptoticallystable.Moreover,

theconditionsofuniformpersistenceofBacteria1andBacteria2aregiven.

Keywords:basicreproductionnumber;periodicsystem;globalstability;invasionreproductionnumber;

uniformpersistence
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