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有限混合偏t分布极值分布的点点收敛速度①
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摘要:研究了独立同有限混合偏t分布随机变量序列{Tn,n≥1}的规范化最大值的极限分布及其点点收敛速度.
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有关偏t分布的研究由来已久.文献[1]通过偏正态分布和χ2分布定义了多维偏t分布;文献[2]给出

了一维偏t分布的密度函数;文献[3]给出了有限混合偏t分布在数据处理中的应用.本文主要研究一维有

限混合偏t分布极值的极限分布和点点收敛速度.
偏t分布定义如下:设 X 服从参数为λ 的标准有偏正态分布(记作 X ~SN(λ)),其密度函数为

2ϕ(x)Φ(λx),x∈R,其中ϕ(x)和Φ(x)分别为标准正态分布的密度函数和累积分布函数.Y 为自由度为

v 的卡方分布(记为Y ~χ2(v)),其密度函数为
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假设X 与Y 独立,令Z=
X
Y
v

,则称Z 服从参数为λ,自由度为v的偏t分布(记作Z ~ST(λ,v)).文献

[1]给出Z 的密度函数如下

fv,λ(x)=
2Γ v+1

2
æ

è
ç

ö

ø
÷v

v+1
2

Γ v
2

æ

è
ç

ö

ø
÷ vπ

Tv+1λ v+11+
v
y2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
1
2æ

è
ç

ö

ø
÷ 1+

v
y2

æ

è
ç

ö

ø
÷

-
v+1
2

y-v-1   x∈R (1)

其中:Tv+1(x)为自由度为v+1的标准t分布函数,tv+1(x)为对应的密度函数.记Z 的累积分布函数为

Fv,λ(x).当λ=0时,Z服从自由度为v的标准t分布.下面给出有限混合偏t分布的定义.设Z1,Z2,…,Zr

是独立随机变量,Zi 的累积分布函数为Fvi,λi
(x),i=1,2,…,r.定义一个新的随机变量T,使得
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其中pi ≥0,1≤i≤r且∑
r

i=1
pi=1.则T 的分布函数为

FT(x)=p1Fv1,λ1
(x)+p2Fv2,λ2

(x)+…+prFvr,λr
(x) (2)

称T 为r项偏t分布混合生成的分布.不失一般性,本文均假设0<vi<vj(1≤i<j≤r),且λi∈R(i=
1,2,…,r).当λi 全为0时,T 为r项标准t分布生成的有限混合分布.

为了得到本文的主要结果,我们需要下面的引理.
引理1 fv,λ(x)的定义见(1)式,Fv,λ(x)为对应的累积分布函数,记
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则当x → ∞ 时,

1-Fv,λ(x)=CvTv+1(λ v+1)x-v -
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  证  令Z ~ST(v,λ),则由(1)式知,Z 的尾部概率表达式为
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通过分部积分可得,
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由于
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其中tv
'(x)为tv(x)的一阶导数,即
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利用洛比达法则以及Tv(x)(v>0)在(-∞,+∞)的连续性易得,当x → ∞ 时,
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同理可得,当x → ∞ 时,
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由(3)-(8)式知,x → ∞ 时,
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由泰勒展开式知,
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将(10)-(12)式代入(9)式即得结论.引理1证毕.
下面给出本文的主要结果.定理1给出了有限混合偏t分布极值的极限分布,定理2给出了其点点收敛

速度.
定理1 设{Tn,n≥1}为独立同有限混合分布随机变量序列,其公共分布函数FT(x)定义见(2)式,

记

Mn =max
1≤k≤n

{Tk}
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则对任意x >0,存在规范常数
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  证  对于vk >0(k=1,2,…,r),且vi <vj(1≤i<j≤r),当x → ∞,由引理1知,
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由文献[4]的推论1.12知FT(x)∈D(Φv1
).由于FT(x)在x∈R上连续,则存在tn 使得n(1-FT(tn))=1.

再根据(13)式容易得到
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根据文献[5]的Khintchine定理,结论成立.
定理2 在定理1的条件下,令Δn =P(Mn ≤anx)-exp(-x-v1).当n→ ∞ 时,
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结合文献[5]的定理2.4.2,定理2得证.
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