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聚合风险模型下指数保费的非参数估计①
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摘要:在聚合风险模型的假设下,研究了聚合风险下指数保费的非参数估计,证明了估计的强相合性和渐近正态

性.最后通过数值模拟的方法验证了估计的收敛速度及渐近正态性.
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在保险精算中,精算师的一个重要任务就是如何为一份保单制定合适的价格.制定保费的原则既不能

太高,否则容易失去市场竞争力,又不能太低,否则会出现偿付不足的情况.因此,合适的选取保费原理是

保险公司的一个重要举措.指数保费原理具有非负安全负荷性、合理风险附加性、极大损失性、转移不变

性、单调性、保留一阶随机控制(FSD)序和停止损失序以及连续性等性质,是保费原理中除期望值原理之

外,满足最多优良性质的保费原理[1-2],是目前保险精算中运用最多的保费原理之一.
一般地,保险公司常常拥有大量相同类型的保单.为了刻画这些保单在一定时间内的总索赔,我们

有两类风险模型可供选择:一类是个体风险模型,另一类是聚合风险模型.个体风险模型以每张保单为

基本对象[3],考虑某些保单(称为保单组合)在一定时期内可能发生的理赔总量,进而考虑全部保单组合

在某段时期的理赔总量.设有m 张保单,在一定时期内第i张保单发生的总索赔为Yi,则这个时期内的

总索赔额为:

T=∑
m

i=1
Yi (1)

即为个体风险模型的总索赔额.
注意到,当m 很大时,有些保单在这段时间内可能取值为0,而有些保单可能导致多个非零索赔.若记

这个保单组合中取值非零的总索赔次数为N,这些非零索赔记为Xi,i=1,2,…,则总索赔可表示为

S=∑
N

i=1
Xi (2)

式(2)称为聚合风险模型.关于聚合风险模型的进一步讨论可参考文献[4-6].
由于聚合风险有较为复杂的结构,总索赔S的分布不仅涉及到索赔次数N 的分布,而且还与一系列

索赔额Xi,i≥1有关,因此S的分布的精确表达式较难得到,因而聚合索赔S的保费亦是未知的.但保

险公司在长期的经营中可能已经对S有一定的历史记录(样本),根据这些信息可以对聚合风险的保费进

行估计.
本文将研究聚合风险模型下总索赔的指数保费及其非参数估计问题.后面的章节安排如下:第1节介
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绍聚合风险模型和指数保费原理;第2节给出聚合风险模型的非参数估计,并证明估计的强相合性和渐近

正态性;第3节利用数值模拟的方法验证非参数估计的收敛速度.

1 聚合风险模型和指数保费原理

考虑某个保险公司的某个保单组合在一定时间(这里指一年)的总索赔额符合(2)式的聚合风险模型.
一般地,在聚合风险模型中常对索赔次数N 和索赔额过程{Xi,i≥1}提出下面的假设:

假设1 索赔次数N 为取非负整数值随机变量,具有概率分布P(N =k)=pk,k=0,1,2,3,…,记

MN(t)=E[exp(Nt)]为N 的矩母函数.
假设2 索赔额Xj,j=1,2,… 独立同分布,具有概率分布函数FX(x)、密度函数f(x)、矩母函数

MX(t)=E[exp(Xt)]以及一阶矩β1=E(X1)和二阶矩β2=E(X1
2)存在.

假设3 索赔额过程{Xj,j=1,2,…}与索赔次数N 相互独立.
记χ 为所有满足上面假设的聚合风险的总索赔随机变量的集合,定义聚合风险S的保费为χ 到R的一

个映射,称为保费原理.
定义1 设S∈χ 是取值非负的聚合风险总索赔,其分布函数为FS(s),保费原理就是给风险S 分配

一个实值泛函 H(·),记为S| →H(S).
假设一份保单的风险记为S,则保费就是从S到实数集R的一个映射,记为H(S).由于风险S是由其

分布函数来刻画的,并且S 由分布FS(x)唯一确定,因此,风险S 的保费也可以记为H(FS(x)).在保险

精算中,精算师根据不同的保险情况选择不同的保费原理.比如,期望值保费原理适用于寿险,很少用于财

产保险和偶然性保险,方差保费原理经常适用于财产保险,而指数保费原理既用于寿险也用于财产保险.
有关保费原理的讨论可参考文献[7-9].

一种重要的保费计算原理是通过效用函数来描述的.假设一个保险公司具有最初的资产为w,其效用

函数为u(·).在保险公司面临的总索赔为S 时,一种公平的总保费 H(S)可以定义为下面方程的解:

E[u(w+H(S)-S)]=u(w) (3)
公式(3)意味着公司承保了保单后的期望效用确切地等价于没有承保保单的效用,因此条件(3)表达了保

费 H(X)在效用上是公平的.如果令w=0并规定u(0)=0,则得到零效用保费原理,即保费H(S)为下面

方程的解:

E[u(H(S)-S)]=0 (4)
虽然零效用原理保费在理论上看是非常合理的,但该原理无法在实际中加以运用,因为 H(S)在方程(4)
中一般没有精确的解析式.但是,如果效用函数取为下面的指数形式:

u(x)=1-exp(-αx)   x>0 (5)
这里α>0为已知参数,则求解(4)式可得到下面的显示解:

P ≡H(S)=
1
αlog

[E[exp(αS)]]   α>0 (6)

  定义2 对可保风险X ∈χ,由(6)式定义的保费称为指数保费原理.

注意到(5)式中的常数α恰好等于-
d
dxln

du
dx
,度量了保险公司对风险的厌恶度.容易看出指数保费原

理(6)是在损失函数L(S,P)=(exp(αP)-exp(αS))2 下的风险的最优估计[10].
显然,为了得到聚合风险S的保费H(S)的显示表达式,则首先需要给出S的分布FS(s).注意到S的

分布与索赔额序列Xi(一般为连续型随机变量)和索赔次数N(一般为离散型随机变量)都有关.在聚合风

险模型(2)中,总索赔S 的分布函数为:

FS(x)=Pr(S≤x)=∑
∞

k=0
pkF*k(x) (7)

其中F*k(x)表示FX(x)的k重卷积.
显然,在一般情况下要得到S 的分布是非常困难的[4],解决这个问题的一个可行的办法就是充分利用
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样本数据对FS(x)进行估计,从而得到保费 H(FS(x))的一个非参数估计.

2 聚合风险模型下指数保费的非参数估计

设保险公司对聚合风险S 已经有一定年份的索赔记录,设S1,S2,…,Sn 为前n 年的观测值,其中

Si=∑
Ni

j=1
Xij   i=1,2,…,n

而 Ni 为第i年的索赔次数,而Xij 为第i年的第j次索赔额.假设Ni,i=1,2,…,n为相互独立且具有

相同分布的取非负整数值的随机变量.而{Xij,i=1,2,…,n,j=1,2,…}相互独立且具有相同的分

布,并与索赔次数{Ni,i≥1}相互独立.我们的目标是利用这些样本信息对S的指数保费进行估计并作

相应的推断.
为了书写方便,记

Z=exp(αS)   μz =E(Z)   σ2z =Var(Z) (8)

由定义2,指数保费为 H(S)=
1
αlogE(exp(αS)),α>0为保险公司对风险的厌恶度,则H(S)的一个非

参数估计为

H(S) 
=
1
αlog

1
n∑

n

i=1
exp(α∑

Ni

j=1
Xij)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (9)

对非参数估计H(S)  有下面的大样本性质:

命题1 假设μz =E(exp(αS))存在,当n→ ∞ 时,H(S)  是指数保费 H(S)的强相合估计,即

H(S) 
→H(S),a.s. (10)

  证  H(S)  可以表达为

H(S) 
=
1
αlog

1
n∑

n

i=1
exp(αSi)

æ

è
ç

ö

ø
÷

由于Si 对i=1,2,…,n 是独立同分布的,因此由强大数定律,有

1
n∑

n

i=1
exp(αSi) →μz,a.s.

又由于对数函数为连续函数,则

H(S) 
=
1
αlog

1
n∑

n

i=1
exp(αSi)

æ

è
ç

ö

ø
÷ →

1
αlog

(μz)=H(S),a.s.

  引理1[11] 设{an}为一趋于 ∞ 的数列,b为常数,并且对随机变量序列{Zn}有

an(Zn -b)
L
→Z (11)

又设g(·)为可微函数,且g'在点b处连续,则有

an[g(Zn)-g(b)]
L
→g'(b)Z (12)

  命题2 当n→ ∞ 时,H(S)  是渐近正态的,即

n(H(S) 
-H(S))

L
→N(0,σ2) (13)

其中渐近方差为

σ2=
1

α2μ2
z
σ2z (14)

  证  根据独立同分布的中心极限定理,有

n(Z-μz)
L
→N(0,σ2z) (15)

令

g(x)=
1
αlog

(x)
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则

g(μz)=
1
αlog

(μz)

那么

g'(μz)=
1

αμz

则由引理1知,

n(H(S) 
-H(S))= n(g(Z)-g(μz))

L
→N(0,(g'(μz))2σ2z),a.s. (16)

将g'(μz)代入,易得

σ2=
1

α2μ2
z
σ2z (17)

即有

n(H(S) 
-H(S))

L
→N(0,σ2)

3 数值模拟

在本节中,我们将利用数值模拟的方法验证聚合风险下指数保费估计H(S)  具有大样本性质并检验其

收敛速度情况.假定Xi,i=1,2,… 独立同分布服从指数分布,密度函数为

f(x)=λexp(-λx)   x>0 (18)
因此有

MX(α)=
λ

λ-α

M'
X(α)=

dMX(α)
dα =

λ
(λ-α)2

(19)

再假定索赔次数N 服从Poisson(θ)分布,此时由模型假设1-3,可得随机变量Z 的数学期望为

μz =exp(θ(MX(α)-1)) (20)
方差为

σ2z =exp(θ(MX(2α)-1))-exp(2θ(MX(α)-1)) (21)
在模拟中,假设某保险公司对风险的厌恶度为0.2,即α=0.2,我们取λ=2,θ=1,因此指数保费为:

H(S)=
1
αlog

[exp(θ(MX(α)-1))]=
θ

λ-α=0.56 (22)

渐近方差为

σ2=
1

α2μ2
z
[exp(θ(MX(2α)-1))-exp(2θ(MX(α)-1))]=

1

α2exp
2θα

λ-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

exp
2θα

λ-2α
æ

è
ç

ö

ø
÷-exp

2θα
λ-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú=

0.7042 (23)
分别取n=10,30,50,80,100,200,500,800,1000进行模拟,每次模拟重复5000次,计算得到估计的平均

值及其相应的均方误差如表1.
表1 聚合风险模型下指数保费非参数估计的相合性模拟

样本容量n 10 30 50 80 100 200 500 800 1000

平均值 0.5320 0.4815 0.6064 0.5935 0.5314 0.5254 0.5787 0.5662 0.5654
均方误差 0.0334 0.0166 0.0107 0.0065 0.0044 0.0027 0.0014 0.0006 0.0004

  由表1可看出,随着样本容量的增大,平均值与真实值更接近,即偏差越来越小,说明本文提出的非
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参数估计是渐近无偏的,且均方误差也越来越小.取不同的n 分别画出模拟的概率直方图和正态概率图以

检验估计的渐近正态性(图1,2).

图1 H(S) 的频率直方图

图2 H(S)︵的正态概率图

由图1,2可看出随着n 的增大,H(S)  的频率直方图与正态分布图更接近,且正态概率图中的点更接

近一条直线.说明估计具有很好的渐近正态性.
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取定不同的置信水平α',在给定不同的n 下,得到指数保费的1-
α'
2

置信度的置信区间,如表2.

表2 不同置信水平α'下H(S)的近似置信区间

样本容量n
置信水平α'

30
0.05 0.10

200
0.05 0.10

1000
0.05 0.10

置信区间 (0.46,0.50) (0.45,0.51) (0.50,0.55) (0.49,0.56) (0.54,0.59) (0.53,0.60)

  根据表2可以对指数保费 H(S)进行统计推断,例如区间估计、假设检验等.
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TheNonparametricEstimateofExponential
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Abstract:Theexponentialpremiumprincipleisoneofthemostimportantpremiumprinciplesandiswide-
lyappliedinnon-lifeinsuranceactuarialscience.Inthispaper,thenonparametricestimateofexponential
premiumisinvestigatedundercollectiveriskmodels.Inaddition,theestimatorisprovedstronglyconsist-
entandasymptoticallynormal.Finally,anumericalsimulationmethodisusedtoverifytheestimated
speedofconvergence,andtheasymptoticnormalityoftheestimatorischeckedinthesimulations.
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