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一种单调线性互补问题的full-Newton步
不可行内点算法①
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摘要:对单调线性互补问题设计了一种新的full-Newton步不可行内点算法.该算法是对LiuZ和SunW 提出的线

性规划的full-Newton步不可行内点算法的改进和推广.通过应用新的技术引理,证明了算法的多项式复杂性阶为

O(nL),这与当前单调线性互补问题的不可行内点算法最好的迭代复杂性阶一致.
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互补问题是运筹学与计算数学的一个交叉研究领域,与数学规划、经济学、对策论、随机最优控制等

学科关系密切,在科学研究和工程技术各领域有着广泛的应用.线性规划、二次规划等最优化问题可转化

为线性互补问题求解[1].本文讨论如下标准形式的单调线性互补问题:

s=Mx+q x≥0

xTs=0 s≥0{ (1)

其中:q∈Rn,M ∈Rn×n 是半正定矩阵.
原始 对偶内点算法是求解线性规划、凸规划、互补问题及其它一些优化模型的一类非常重要而有效

的算法[2-5],分为可行内点算法(IPM)和不可行内点算法(IIPM).IPM 开始于一个严格可行的内点并在迭

代过程中一直保持可行性,然而许多实际问题很难找到严格可行的初始点,因此给算法的实现带来了一定

的困难.IIPM虽克服了寻找可行初始点的问题,但步长的选取仍比较困难.2006年,著名学者Roos提出了

一个求解线性规划的full-Newton步不可行内点算法[6],该算法使用full-Newton步,避免了线搜索,每次

迭代由一个可行步(改善可行性)和几个中心步(拉回中心路径)构成,且多项式复杂性阶与现有不可行内

点算法最好的复杂性阶一致.随后,Mansouri,Roos和Gu等对算法进行了简化[7]与改进[8],使得可行步更

“自然”,收敛分析得到简化,迭代的收敛界有所改善(虽然阶不变).2007年,Liu和Sun通过改变可行步迭

代方向,对线性规划提出了新的full-Newton步不可行内点算法[9],并讨论了算法的多项式复杂性.2011
年,Mansouri等通过证明一组不等式,在收敛分析中克服了搜索方向的不正交等困难,将Roos提出的求解

线性规划的full-Newton步不可行内点算法及其收敛结果推广到单调线性互补问题[10].
受文献[9-10]的启发,本文将Liu和Sun提出的full-Newton步不可行内点算法推广到单调线性互补
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问题,得到算法的复杂性阶为O(nL),这与当前最好的迭代复杂性阶一致.
文中记法:Rn 表示n维欧式空间;e表示分量全为1的n维列向量;‖·‖1,‖·‖2 和‖·‖∞ 分别

表示向量的1 范数、2 范数和无穷范数;对于x=(x1,x2,…,xn)∈Rn,X 表示x的对应分量构成的对

角矩阵,即X=diag(x);对x,s∈Rn,xs表示对应分量乘积所得向量,即xs=(x1s1,x2s2,…,xnsn);

问题(1)的可行集记为F:= {(x,s)∈R2n+:s= Mx+q},解集记为F*:= {(x*,s*)∈F:(x*)Ts* =
0};假设F* 是非空的,即问题(1)至少有一解.

1 预备知识

在不可行内点算法中,若对给定的精度ε>0,对偶间隙xTs和残余向量的范数 ‖s-Mx-q‖ 均不

超过ε,则称(x,s)是单调线性互补问题的ε 近似解.本节给出了一个求解单调线性互补问题的

full-Newton步不可行内点算法.
1.1 扰动问题

任意选取初始点(x0,s0)>0,使得存在某个正实数μ0,满足x0s0=μ0e.记初始点的残余向量为r0=
s0-Mx0-q,对任意ν∈ (0,1],考虑如下的扰动问题:

s-Mx-q=νr0   (x,s)≥0 (Pν)

注意到当ν=1,那么(x,s)=(x0,s0)是(Pν)的一个严格可行解,即问题(Pν)满足内点条件(IPC).
引理1[10] 如果问题(1)是可行的,那么扰动问题(Pν)满足IPC.
假设问题(1)可行且0<ν≤1,则根据引理1可知问题(Pν)满足IPC,从而它的中心路径存在.这意

味着 ∀μ >0,方程组

s-Mx-q=νr0 (x,s)≥0
xs=μe{

有唯一的解(x(μ,ν),s(μ,ν)),称之为(Pν)的μ 中心.由于x0s0=μ0e,所以(x0,s0)是(P1)的μ0 中

心,即(x(μ0,1),s(μ0,1))=(x0,s0).接下来假定参数μ 和ν总满足μ=νμ0.

1.2 算法的描述

为了分析算法,引入δ(x,s;μ)来度量迭代点(x,s)到(Pν)的μ 中心的邻近程度,其定义如下:

δ(x,s;μ):=δ(υ):=
1
2‖υ-υ-1‖,υ:=

xs
μ

(2)

由上可知,如果ν=1,μ=μ0,那么(x,s)=(x0,s0)是(P1)的μ0 中心.在算法开始时,选取初始点(x,

s)=(x0,s0)和μ=μ0,从而有υ=e和δ(x,s;μ)=0.接下来假设在每次迭代开始时,δ(x,s;μ)≤τ,
其中τ>0.

算法的主迭代过程类似于文献[10]中的算法,其详细描述如下:

算法1 单调线性互补问题的原始 对偶不可行内点算法

Input
  阈值0<τ<1;

  精度参数ε>0;

  障碍校正参数θ,0<θ<1;

begin
  x:=x0 >0;s:=s0 >0;x0s0=μ0e;μ:=μ0;

  当max{nμ,‖r‖}≥ε时

  begin
   (x,s):=(x,s)+(Δfx,Δfs);
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   μ:=(1-θ)μ;

   当δ(x,s;μ)≥τ 时

   begin
    (x,s):=(x,s)+(Δx,Δs);

   end
  end
end
对单调线性互补问题,Mansouri等[10]用下列方程组

MΔfx-Δfs=θνr0

sΔfx+xΔfs=μe-xs{ (3)

定义可行步的迭代方向Δfx 和Δfs,且经过可行步后新的迭代点为

(xf,sf)=(x+Δfx,s+Δfs)

中心步开始于迭代点(x,s)=(xf,sf),并使新的迭代点靠近μ 中心,迭代方向Δx 和Δs仍采用原始 对

偶牛顿方向,由方程组

MΔx-Δs=0
sΔx+xΔs=μe-xs{

唯一确定.经过中心步后新的迭代点表示为

(x+,s+)=(x+Δx,s+Δs)

  引理2[10] 若δ:=δ(x,s;μ)<1,则δ(x+,s+;μ)≤
δ2

2(1-δ2)
.

推论1[10] 若δ:=δ(x,s;μ)<
1
2
,则中心步后的迭代点是严格可行的且δ(x+,s+;μ)≤δ2,这

也表明经过中心步后新的迭代点对μ-中心二次收敛.

由推论1,容易得到中心步的迭代次数.事实上,若δ:=δ(x,s;μ)<
1
2
,则经过k次中心步后,新

的迭代点(x+,s+)对(Pν+)仍然是可行的,并满足

δ(x+,s+;μ+)≤
1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

2k

因此,至多经过

┌log2log21τ2æ

è
ç

ö

ø
÷ ┐

次中心步,迭代点(x+,s+)满足δ(x+,s+;μ+)≤τ.
对线性规划,Mansouri和Roos[7]将方程组(3)中的第二式变为

sΔfx+xΔfs=0 (4)

从而定义新的可行步搜索方向Δfx 和Δfs,一定程度上简化了收敛性分析,并证明了该算法的迭代复杂性

阶与当前线性规划最好的迭代复杂性阶一致.
随后,Liu和Sun[9]提出了新的可行步搜索方向,将方程组(3)中的第二式变为

sΔfx+xΔfs=βxs   β∈ -
1
2
,0é

ë
êê

ù

û
úú (5)

注意到(4)式是(5)式(β=0)的一种特殊情况.遵循文献[9]的思想,本文用下列方程组
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MΔfx-Δfs=θνr0

sΔfx+xΔfs=βxs{    β∈ -
1

17n
,0é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

(6)

定义可行步的搜索方向.

2 收敛性分析

2.1 可行步

正如在第1部分中的讨论,经过可行步,新的迭代点(xf,sf)满足(Pν+)的可行性条件,但不一定满足

非负性条件.算法分析的关键是要证明经过可行步后使得δ(xf,sf;μ+)≤
1
2
,从而保证迭代点(xf,sf)

在(Pν+)的μ+ 中心处的某个邻域内且在该领域内迭代序列二次收敛.
记

df
x:=

υΔfx
x    df

s:=
υΔfs
s

(7)

其中υ=
xs
μ

.方程组(6)可表示为下列尺度方程组

MS-1Xdf
x -df

s =θνυs-1r0

df
x +df

s =βυ{
其中S=diag(s),X=diag(x).

由方程组(6)中的第二式和(7)式得

xfsf =xs+(sΔfx+xΔfs)+ΔfxΔfs=
(1+β)xs+ΔfxΔfs=(1+β)μυ2+μdf

xdf
s

  引理3[9] 迭代点(xf,sf)严格可行的充分必要条件是

(1+β)υ2+df
xdf

s ≥0
由(7)式,xf 和sf 可以写为

xf =x+Δfx=x+
xdf

x

υ =
x
υ
(υ+df

x)

sf =s+Δfs=s+
sdf

s

υ =
s
υ
(υ+df

s)

  引理4[7] 以(2)式定义,令δ=δ(υf),如果 ‖df
x‖ <

1
ρ(δ)

且 ‖df
s‖ <

1
ρ(δ)

,其中ρ(δ):=δ+

1+δ2,则迭代点(xf,sf)是严格可行的.
从引理4的证明[7]可知υ 的分量满足以下条件:

1
ρ(δ)

≤υi ≤ρ(δ)   i=1,…,n (8)

接下来定义

ωi:=ωi(υ):=
1
2 df

xi
2+ df

si
2

ω:=ω(υ):=‖(ω1,…,ωn)‖
因此

(df
x)Tdf

s ≤ ‖df
x‖‖df

s‖ ≤
1
2
(‖df

x‖2+‖df
s‖2)≤2ω2 (9)

df
xidf

si = df
xi df

si ≤
1
2
(‖df

xi‖2+‖df
si‖2)≤2ω2

i ≤2ω2,1≤i≤n
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假设(1+β)υ2+df
xdf

s >0,根据引理3可知迭代点(xf,sf)严格可行,从而可估算δ(xf,sf;μ+)的上界.
根据(2)式的定义可知

δ(xf,sf;μ+):=δ(υf):=
1
2‖υ

f -
e
υf‖

其中υf =
xfsf

μ+ .

引理5[9] 若(1+β)υ2+df
xdf

s >0,则

4δ2(υf)≤
4(1-θ)
1+β

δ2+
(θ+β)2n

(1-θ)(1+β)
+
2ω2

1-θ+2(1-θ) ρ4(δ)ω2

(1+β)((1+β)-2ρ2(δ)ω2)

为了使δ(υf)≤
1
2
,即4δ2(υf)≤2,由引理5可得

4(1-θ)
1+β

δ2+
(θ+β)2n

(1-θ)(1+β)
+
2ω2

1-θ+2(1-θ) ρ4(δ)ω2

(1+β)((1+β)-2ρ2(δ)ω2)≤2

  引理6[9] 假设ψ(x)=ψ1(x)+ψ2(x),其中ψ1(x)和ψ2(x)在给定的区间内单调递增,x1和x2分

别是ψ1(x)=0和ψ2(x)=0的根,若x* 是ψ(x)=0的根,那么x* ≥min{x1,x2}.
定义函数

ψ(t)=
4(1-θ)
1+β

δ2+
(θ+β)2n

(1-θ)(1+β)
+
2t
1-θ+2(1-θ) ρ4(δ)t

(1+β)((1+β)-2ρ2(δ)t)
-2

和

ψ1(t)=
4(1-θ)
1+β

δ2+
(θ+β)2n

(1-θ)(1+β)
+
2t
1-θ-

3
2

ψ2(t)=2(1-θ) ρ4(δ)t
(1+β)((1+β)-2ρ2(δ)t)

-
1
2

于是ψ(t)=ψ1(t)+ψ2(t)且ψ1(t)和ψ2(t)是t的单调递增函数.用t*,t*
1 ,t*

2 分别表示ψ(t)=0,

ψ1(t)=0和ψ2(t)=0的根,则t* ≥ min{t1,t2},不难验证,

t*
1 =(

3
2-

4(1-θ)δ2

1+β
-

(θ+β)2
(1-θ)(1+β)

n)
(1-θ)
2

t*
2 =

(1+β)2

4(1-θ)ρ(δ)4+2(1+β)ρ2(δ)
取

0≤τ≤
1
8
,0≤θ≤

α
2 2n

,-
1
2 ≤β≤0 (10)

其中0<α≤1.

引理7 以(2)式定义δ=δ(υ),当0≤τ≤
1
8
,ρ(δ)=δ+ 1+δ2 和δ≤τ 时,有以下不等式

ρ(δ)<1+2τ,ρ2(δ)<1+5τ,ρ4(δ)<1+14τ
成立.

证  因为 1+δ2 <1+δ 和δ<τ,所以

ρ(δ)=δ+ 1+δ2 <1+2τ (11)

利用0≤τ≤
1
8
,可得

4τ2 ≤τ,25τ2 ≤4τ (12)

根据(11)和(12)式,有
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ρ2(δ)< (1+2τ)2 ≤1+5τ,ρ4(δ)< (1+5τ)2 ≤1+14τ
证毕.

由引理7,(10)式和1
2 ≤1+β≤1,可知

t*
1 ≥

3
8
(3
2-

4τ2
(1+β)

)-
1
2
(θ+β)2n
(1+β)

≥

3
8
(3
2-8τ2)-θ2n=

25
64

和

t*
2 ≥

1
4(2ρ2(δ)+4ρ4(δ))

≥

1
8(1+5τ)+16(1+14τ)≥

1
57

从引理5的证明[9]可知ω2 的另一个界为t*
3 ,即ω2 <t*

3 ,其中t*
3 =(1+β)

1
2ρ2(δ)

.不难得

t*
3 ≥

1
4ρ2(δ)

≥
1

4(1+5τ)≥
2
13

(13)

根据引理6和(13)式可知,如果ω2 ≤min{
25
64
,1
57
,2
13
},即ω ≤

1
57
,则有δ(υf)≤

1
2

.

2.2 ‖df
x‖2+‖df

s‖2 的上界

引理8[10] 令x >0及s>0是两个n 维向量,M ∈Rn×n 是半正定矩阵,则线性方程组

MS-1Xu-z=a

u+z=b

的解(u,z)满足下列关系式

Du=(I+DMD)-1(a+b),Dz=b-Du
‖Du‖ ≤ ‖a+b‖

‖Du‖2+‖Dz‖2 ≤ ‖b‖2+2‖a+b‖‖a‖

其中:D=(S-1X)
1
2,b=Db,a=Da.

根据引理8,令u=df
x,z=df

s,a=θνυs-1r0 及b=βDυ,则

‖Ddf
x‖2+‖Ddf

s‖2 ≤ ‖βDυ‖2+2‖θνDυs-1r0+βDυ‖‖θνDυs-1r0‖
由范数的性质可知

‖df
x‖2+‖df

s‖2 ≤ ‖βυ‖2+2(‖θνυs-1r0‖+‖βυ‖)‖θνDυs-1r0‖ (14)
假设正实数ρp,ρd 对于某个点(x*,s*)∈F* 满足 ‖x*‖∞ ≤ρp 和 max{‖s*‖∞,ρp‖Me‖∞,

‖q‖∞}≤ρd.与通常的不可行内点算法一样,选取初始点

x0=ρpe,s0=ρde,μ0=ρpρd

由文献[10]中的(46)式可知

‖θνυs-1r0‖ ≤
3θ

ρpυmin
‖x‖1 (15)

将(8)式代入(15)式,得

‖θνυs-1r0‖ ≤
3θρ(δ)
ρp

‖x‖1 (16)

再将(16)式代入(14)式,得

‖df
x‖2+‖df

s‖2 ≤β2n(1+2δ)2+2(
3θρ(δ)
ρp

‖x‖1+βn(1+2δ))
3θρ(δ)
ρp

‖x‖1 (17)
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  引理9[10] 设(x,s)是(Pν)的可行点,δ=δ(υ)如(2)式定义,ρ(δ)=δ+ δ2+1,(x0,s0)=(ρpe,

ρde),则有

‖x‖1 ≤nρp(2+ρ2(δ))   ‖s‖1 ≤nρp(2+ρ2(δ))

根据引理9,(17)式可化为

‖df
x‖2+‖df

s‖2 ≤β2n(1+2δ)2+2(
3θρ(δ)
ρp

‖x‖1)2+2βn(1+2δ)
3θρ(δ)
ρp

‖x‖1 ≤

f(δ):=β2n(1+2δ)2+2(3θρ(δ)n(2+ρ2(δ)))2+

6βn(1+2δ)θρ(δ)n(2+ρ2(δ)) (18)

由(9)和(18)式可知,若取

τ=
1
50
,θ=

1
52n

,-
1

17n
≤β≤0 (19)

则f(δ)≤
4
57
,即ω ≤

1
57
,从而使得δ(υf)≤

1
2

.

2.3 迭代复杂性界

若迭代开始时,迭代点满足δ(υ)≤τ,其中τ,θ,β按照(19)式给出,则经过可行步之后,迭代点满足

δ(υf)≤
1
2

.

根据τ=
1
50

可知,至多经过

┌log2(log2502)┐=4 (20)

次中心步使得迭代点(x+,s+)满足δ(x+,s+;μ)≤τ.
由(20)式知,每次主迭代由一次可行步和至多4次中心步组成,也就是说每次主迭代至多需要5次内

迭代.每次内迭代都需要重新计算一个新的迭代方向(Δx,Δs),主迭代的总数不超过

1
θlog

max{(x0)Ts0,‖r0‖}
ε

由(19)式可知,总的内迭代数目的上界为

260nlog
max{(x0)Ts0,‖r0‖}

ε
由上述分析可得如下定理:

定理1 如果问题(1)有最优解(x*,s*)且满足 ‖x*‖∞ ≤ρp 和 ‖s*‖∞ ≤ρd,那么至多经过

260nlog
max{(x0)Ts0,‖r0‖}

ε
次迭代,该算法就可以得到单调线性互补问题的ε 近似解.

由定理1可知,该算法的多项式复杂性阶为O(nL).
注 定理1得到的算法迭代界是在假设问题(1)存在某个最优解(x*,s*)∈F* 且满足 ‖x*‖∞ ≤

ρp 和 ‖s*‖∞ ≤ρd 的条件下得到的.如果假设不成立,则算法在执行过程中,可能经过某次可行步迭代

后,邻近度量会超过1
2

.若这种情况发生,则表明问题(1)要么在F* 中不存在最优解,要么ρp 和ρd 的取值

太小.针对第二种情况,则可再取较大ρp 和ρd 运行,直到得到问题(1)的ε 近似解.
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Newtonstepinfeasibleinterior-pointalgorithmforlinearoptimizationproposedbyLiuandSun(Numer

Algor46:173-188,2007).Byusingsometechnicallemmas,thepolynomialiterationcomplexityisob-

tained,namely,O(nL),whichcoincideswiththecurrentlybestknowniterationboundforinfeasibleinte-

rior-pointmethodsforthemonotonelinearcomplementarityproblem.
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