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求解一类广义均衡问题的交替方向法①
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摘要:通过修正拉格朗日乘子构造了一种新的交替方向法求解一类广义均衡问题,分析了该算法的收敛性及其所

产生序列的特性.
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考虑如下一类广义均衡问题:确定向量x* ∈X,使其满足

f(x*,x)+<Kx*,x-x*>≥0
s.t.Ax∈B,x∈X (1)

其中函数f:X ×X →R是关于第二变元的凸函数(不必光滑),X ⊂Rn,A ∈Rm×n,B 为Rm 上的非空

闭凸集,K 为单调映射,Ω 为该问题的非空解集.若K=0,上述问题变为经典均衡问题;若f=0,上述问

题变为经典变分不等式.广义均衡问题包含了这两类问题,直接研究该问题是很有必要的.
均衡问题为优化问题和变分不等式问题的研究提供了统一的研究框架,有关均衡问题的一些算法和问

题的延拓都有相关的研究[1-2].而交替方向法(ADMM)是求解线性约束凸优化问题与变分不等式问题的一

种有效算法[3-5].本文利用文献[6]中的ADMM 算法求解一类广义均衡问题.

1 预备知识

在B 中,存在向量b≠0,使Ax=b,将问题(1)转化为以下形式

f(x*,x)+<Kx*,x-x*>≥0
s.t.Ax-b=0
b∈B,x∈X (2)

(1),(2)式的解是等价的.
引入线性约束拉格朗日乘子λ ∈Rm,问题(2)的增广拉格朗日函数为

L(x*,x,b,λ)=f(x*,x)+(x-x*)TKx* -λT(Ax-b)+
γ
2‖Ax-b‖2

令ω=(x,b.λ),它定义在W =X×B×Rm 上.根据鞍点定理[7],对已知ωk=(xk,bk,λk),L(x*,x,

b,λ)的一个鞍点的求解过程为:

L(xk,x,bk,λk)-L(xk,x􀮨k,bk,λk)=

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨k)-(x􀮨k -xk)TKxk -
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λkT(Ax-bk)+λkT(Ax􀮨k -bk)+
γ
2‖Ax-bk‖2-

γ
2‖Ax􀮨k -bk‖2

令

g(x)=‖Ax-bk‖2

由凸函数g(x)的次梯度可得

γ
2‖Ax-bk‖2-

γ
2‖Ax􀮨k -bk‖2 ≥ (x-x􀮨k)TγAT(Ax􀮨k -bk)

只需x􀮨k 满足

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨k)-(x􀮨k -xk)TKxk +(x-x􀮨k)T(-AT){λk -γ(Ax􀮨k -bk)}≥0
求出x􀮨k,令xk+1=x􀮨k.

L(xk+1,x􀮨k,b,λk)-L(xk+1,x􀮨k,b􀮨k,λk)=

-λkT(Ax􀮨k -b)+λkT(Ax􀮨k -b􀮨k)+
γ
2‖Ax􀮨k -b‖2-

γ
2‖Ax􀮨k -b􀮨k‖2 ≥

λkT(b-b􀮨k)+(b-b􀮨k)Tγ(Ax􀮨k -b􀮨k)

只需b􀮨k 满足

(b-b􀮨k)T[λk +γ(Ax􀮨k -b􀮨k)]≥0
求出b􀮨k,令bk+1=b􀮨k.

修正拉格朗日乘子

λ􀮨k =λk -γ(Ax􀮨k -bk)
令

λk+1=λk -γ(Ax􀮨k -b􀮨k)=

λk -[γ(bk -b􀮨k)+γ(Ax􀮨k -bk)]=

λk -[γ(bk -b􀮨k)+(λk -λ􀮨k)]
有以下形式
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整理上述迭代过程有
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≥0 (4)

将(4)式转化为以下形式[8]

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨k)-(x􀮨k -xk)TKxk +(ω-ω􀮨k)TF(ω􀮨k)≥
(η-η􀮨k)TR(η􀮨k -ηk) (5)

其中

ηk =(bk,λk)   F(ω)=
-ATλ
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易知Q 为正定矩阵,G 是半正定矩阵.

2 算法及收敛性分析

本节构造一类求解广义均衡问题的ADMM算法,并分析该算法的收敛性.
算法1 设初始值ω0=(x0,b0,λ0),γ∈ (0,2),ε>0

1)对当前点ωk =(xk,bk,λk),求解ω􀮨k =(x􀮨k,b􀮨k,λ􀮨k):

x􀮨k =argmin{f(xk,x)+(x-xk)TKxk -λkT(Ax-bk)+
γ
2‖Ax-bk‖2|x∈X}

b􀮨k =argmin{-(λk)T(Ax􀮨k -b)+
γ
2‖Ax

􀮨k -b‖2|b∈B}

λ􀮨k =λk -γ(Ax􀮨k -bk)
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  2)求ωk+1=(xk+1,bk+1,λk+1):

xk+1=x􀮨k
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  3)若|ωk+1-ω􀮨k|<ε,停止迭代;否则,k=k+1,转入1).
接下来分析由算法1产生的序列收敛特性.从算法1的迭代过程可以看出如果{ηk}是收敛的,{ωk}也

是收敛的,为了简化证明过程,只需证明{ηk}收敛即可[9].
设ω* 为以下变分不等式的解

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x*)-(x* -xk)TKxk +(ω-ω*)TF(ω*)≥0
  定理1 Q 为正定矩阵,G 是半正定矩阵,算法1产生的序列{ηk}满足

‖η
k+1-η*‖2Q ≤ ‖ηk -η*‖2Q -‖ηk -η􀮨k‖2G   ∀η* ∈Ω (6)

  证  由于η
k+1=ηk -M(ηk -η􀮨k),(5)式中不等式右端可以改写为

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨k)-(x􀮨k -xk)TKxk +(ω-ω􀮨k)F(ω􀮨k)≥
(η-η􀮨k)TRM-1(ηk -η

k+1)=
(η-η􀮨k)TQ(ηk -η

k+1)
又

(η-η􀮨k)TQ(ηk -η
k+1)=

1
2
(‖η-η

k+1‖2Q -‖η-ηk‖2Q)+
1
2
(‖ηk -η􀮨k‖2Q -‖η

k+1-η􀮨k‖2Q)

而

‖ηk -η􀮨k‖2Q -‖η
k+1-η􀮨k‖2Q =

‖ηk -η􀮨k‖2Q -‖(ηk -η􀮨k)-(ηk -η
k+1)‖2Q =

‖ηk -η􀮨k‖2Q -‖(ηk -η􀮨k)-M(ηk -η􀮨k)‖2Q =

2(ηk -η􀮨k)TQM(ηk -η􀮨k)-(ηk -η􀮨k)TMTQM(ηk -η􀮨k)=
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(ηk -η􀮨k)T(R+RT-MTQM)(ηk -η􀮨k)=

‖ηk -η􀮨k‖2G
所以

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨k)-(x􀮨k -xk)TKxk +(ω-ω􀮨k)F(ω􀮨k)≥
1
2
(‖η-η

k+1‖2Q -‖η-ηk‖2Q)+
1
2‖η

k -η􀮨k‖2G

令ω =ω*,相应地有η=η*

‖ηk -η*‖2Q -‖η
k+1-η*‖2Q ≥

‖ηk -η􀮨k‖2G +2{f(xk,x􀮨k)+(x􀮨k -xk)TKxk -f(xk,x*)-(x* -xk)TKxk +(ω􀮨k -ω*)F(ω􀮨k)}
又

(ω􀮨k -ω*)TF(ω􀮨k)=(ω􀮨k -ω*)TF(ω*)=(λ􀮨k)T(Ax* -b*)-(λ*)T(Ax􀮨k -b􀮨k)

f(xk,x􀮨k)+(x􀮨k -xk)TKxk -f(xk,x*)-(x* -xk)TKxk +(ω􀮨k -ω*)F(ω*)≥0
所以

‖η
k+1-η*‖2Q ≤ ‖ηk -η*‖2Q -‖ηk -η􀮨k‖2G   ∀η* ∈Ω

G 为半正定矩阵,Q 为正定矩阵,根据定理3.1有

0≤ ‖η
k+1-η*‖2Q ≤ ‖ηk -η*‖2Q

数列{‖ηk -η*‖}单调递减且有界,因而{‖ηk -η*‖}为收敛数列,并且

lim
k→∞

‖η
k+1-η*‖2Q =lim

k→∞
‖ηk -η*‖2Q

不等式(6)两边同时取极限

lim
k→∞

‖ηk -η􀮨k‖2G =0

  定理2 G 是半正定矩阵,算法1产生的序列{ηk}收敛于一点η'∈Ω.
  证  首先证明

(η􀮨k -η')TR(ηk -η􀮨k)≥0
R 为非奇异矩阵,由(5)式有

(ηk -η')TR(ηk -η􀮨k)≥

f(xk,x􀮨k)+(x􀮨k -xk)TKxk -f(xk,x')-(x'-xk)TKxk +(ω􀮨k -ω')F(ω􀮨k)≥0
而

(ηk -η')TR(ηk -η􀮨k)=
(ηk)TR(ηk -η􀮨k)-(η')TR(ηk -η􀮨k)=
(ηk)TR(ηk -η􀮨k)-(η􀮨k)TR(ηk -η􀮨k)+(η􀮨k)TR(ηk -η􀮨k)-(η')TR(ηk -η􀮨k)=
(ηk -η􀮨k)TR(ηk -η􀮨k)+(η􀮨k -η')TR(ηk -η􀮨k)≥
(ηk -η􀮨k)TR(ηk -η􀮨k)=

(ηk -η􀮨k)T R+RT
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又{ηk}有界,

lim
k→∞

‖ηk -η􀮨k‖2G =0

{η􀮨k}也是有界的,记η'为{η􀮨k}的一个聚点,{η􀮨
ki}是{η􀮨k}的一个收敛于η'的子列,{η

ki}也收敛于{η'}.
由(5)式知

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x􀮨ki)-(x􀮨ki -xk)TKxk +(ω-ω􀮨ki)F(ω􀮨ki)≥
(η-η􀮨

ki)TR(η
ki -η􀮨

ki)≥0
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f(x*,x)+(x-x*)TKx* 与F(ω)都为连续函数,所以

f(xk,x)+(x-xk)TKxk -f(xk,x')-(x'-xk)TKxk +(ω-ω')F(ω')≥0 (7)

ω'为(7)式的解,从而

lim
k→∞

‖ηk -η'‖2G =0

即{ηk}收敛于一点η'.

3 结  论

广义均衡问题包含了经典均衡问题和变分不等式.本文采用了ADMM算法来解决该问题,并证明了该

算法的收敛性.应用该算法解决广义均衡问题是一种崭新的尝试,它对于研究均衡问题具有启发性,今后

将会进一步对该算法进行数值模拟实验,使该算法在解决均衡问题时得到实际应用的支持.
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AlternatingDirectionMethodofMultipliersforSolving
aClassofGeneralEquilibriumProblem
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Abstract:Thealternatingdirectionmethodisoneoftheclassicmethodsforsolvingoptimizationproblems
withaseparablestructure.Itsessenceisliesinthatapplyingtheoriginalproblem'solutionequivalentto
thesaddlepointoftheaugmentedLagrangianfunctiontoiterativetheparameters,andthenfindingoutthe
solutionoftheoriginalproblem.ThispapercorrectsLagrangianmultiplierstoconstructanewalternating
directionmethodforsolvingaclassofgeneralequilibriumproblem,andthenanalyzesthepropertiesofthe
alternatingdirectionmethodandderivestheconvergenceofthealternatingdirectionmethod.
Keywords:generalequilibriumproblem;ADMM (AlternatingDirectionMethodofMultipliers);conver-

gence
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