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定数截尾情形Lomax分布形状参数的估计①
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摘要:首先给出了Lomax分布在定数截尾场合下形状参数θ的极大似然估计;其次由“平均剩余寿命”的概念得到

了形状参数的逆矩估计,当取先验分布为指数分布时给出了参数θ的Bayes估计及区间估计;然后通过随机模拟对

几个估计进行了比较,最后用一个实例给出了不同截尾样本下形状参数的点估计和区间估计.
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由于Lomax分布具有单调的失效率,是数理统计中的一类重要分布,并且在寿命试验数据处理中起着

重要的作用,因此有很多统计学者对此分布进行了研究,产生了较为丰富的研究成果.文献[1-8]用贝叶

斯方法在不同损失函数及先验分布下,当尺度参数已知时讨论了形状参数的估计问题;文献[9]研究了Lo-
max分布次序统计量的性质和渐近分布;文献[10]利用完全样本数据研究了两个参数的区间估计和假设检

验;文献[11]根据次序统计量的分布,在缺失数据样本下得到了Lomax分布尺度参数的点估计及优化置信

区间.当进行寿命试验时,经常会出现截尾样本,针对这类样本数据进行统计推断已经产生了很丰富的研

究成果;文献[12]由不完全信息的随机截尾试验数据,通过贝叶斯方法得到了几何分布参数的估计;文献

[13]在左截尾右删失数据下研究了指数分布参数多变点的贝叶斯估计问题.然而针对定数截尾样本,研究

Lomax分布形状参数贝叶斯估计的文献尚未见到,本文将就这个问题进行探讨.
两参数Lomax分布的概率密度函数为
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其分布函数为
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   x>0,λ>0,θ>0 (2)

其中:λ为尺度参数,θ为形状参数.

由定义易得,当θ>1时Lomax分布的期望E(X)=
λ

θ-1
.

对一些高可靠性的产品进行寿命试验常采用定数截尾方式,具体方案如下:先从一批寿命分布为(1)
的产品中,随机抽取n 个样品进行截尾寿命试验,到有r 个样品失效时停止试验,设失效数据为X(1)≤
X(2)≤ … ≤X(r),本文假设尺度参数λ已知,将基于这些试验数据来研究形状参数的估计问题.

1 形状参数θ的极大似然估计

设X(1)≤X(2)≤ … ≤X(r)为来自Lomax分布(1)的样本容量为n的定数截尾样本(为方便起见,可
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将X(i)下标数字外的括号省略,下文用Xi 表示第i个最小观测值),当r=n 时为全样本情形.
令x=(x1,x2,…,xr),样本x 的似然函数为

L(x|θ)=
n!

(n-r)! ∏
r

i=1
f(xi;θ,λ)[ ]Fn-r(xr;θ,λ) (3)

把(1),(2)式代入(3)式,可得
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对数似然函数为
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解得

θ=
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t+m
由于

∂2lnL(x|θ)
∂θ2 =-

r
θ2 <

0

因此形状参数θ 的极大似然估计为

θ
∧

M =
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t+m

2 形状参数θ的逆矩估计

先看下面的概念.设产品寿命X ~F(x).称产品正常工作到时刻x0 后还能正常工作的平均时间为该

产品在时刻x0 的平均剩余寿命,记为MX(x0).
由文献[14]知
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其中R(x)=1-F(x).

当θ>1时,Lomax分布的数学期望E(X)=
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,且
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  在时刻xr,未失效的n-r个受试样品的平均剩余寿命为MX(xr),则xr +MX(xr)即为时刻xr 每
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一未失效样品的期望寿命,因此∑
r

i=1
xi+(n-r)xr +MX(xr)[ ] 为n 个受试样品的期望寿命的总和.

根据矩估计的替换原理,建立如下方程

λ
θ-1=

1
n ∑

r

i=1
xi+(n-r)xr +

λ
θ-1

1+
xr

λ
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú{ } (5)

解得
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由于θ>1,因此形状参数θ 的逆矩估计为
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另外,当θ 已知,且θ>1时,由(5)式也可得到尺度参数λ 的逆矩估计为

λ
∧
=
(θ-1)∑
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xi+θ(n-r)xr

r

3 形状参数θ的贝叶斯估计

对于似然函数(4),引进前面的记号,则

L(x|θ)=
n!

(n-r)!θ
re

-(t+m)θ
λ-re

-t
∝θre

-(t+m)θ (6)

若取形状参数θ 的先验分布为指数分布,其密度函数为

π(θ)=μe
-μθ   θ>0   μ>0 (7)

其中μ 为超参数.由(6),(7)式,根据贝叶斯公式可得到θ 的后验密度函数

π(θ|x)=
L(x|θ)π(θ)

∫
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0
L(x|θ)π(θ)dθ
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-(t+m+μ)θ (8)

即

θ x ~Ga(r+1,t+m+μ)
下面将在几类不同的损失函数下,给出形状参数θ 的贝叶斯估计.

定理1 在平方损失函数L(θ,δ)=(θ-δ)2 下,若形状参数θ的先验分布为指数分布(7),则Lomax
分布(2)中参数θ 的贝叶斯估计为

θ
∧
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  证  由于在平方损失函数下,参数的贝叶斯估计为后验分布的均值,因此
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  定理2 在Linex损失函数L(θ,δ)=e
c(δ-θ)

-c(δ-θ)-1,(c∈R,c≠0)下,若取形状参数θ的

先验分布为指数分布(7),则Lomax分布(2)中参数θ 的贝叶斯估计为

θ
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  证  由于后验风险

R(δ|x)=E[L(θ,δ)]=e
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E(e

-cθ
|x)+cE(θ|x)-cδ-1
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可以证明当决策函数δ=-c-1lnE(e
-cθ

|x)时,风险函数达到最小值,因此可得到θ 的贝叶斯估计为
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因此形状参数θ 的贝叶斯估计为
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  定理3 在熵损失函数L(θ,δ)=
δ
θ -ln

δ
θ -1下,若取形状参数θ 的先验分布为指数分布(7),则

Lomax分布(2)中参数θ 的贝叶斯估计为

θ
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  证  后验风险函数

R(δ|x)=E[L(θ,δ)]=δE 1
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可以证明当δ=
1

E(θ-1|x)
时,后验风险达到最小值,因此对已知的后验分布(8),在熵损失函数下参数θ

的贝叶斯估计为
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因此θ 的贝叶斯估计为
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  定理4 在对称熵损失函数L(θ,δ)=
δ
θ +

θ
δ -2下,若取形状参数θ的先验分布为指数分布(7),则

Lomax分布(2)中参数θ 的贝叶斯估计为
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  证  对参数θ 同时求后验期望,得到后验风险为
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当δ=
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时,上式达到最小值,因此在对称熵损失函数下θ 的贝叶斯估计为
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θ
∧
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E(θ|x)
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由于

E(θ|x)=
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   E(θ-1|x)=
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r

因此在对称熵损失函数下,θ 的贝叶斯估计为

θ
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4 形状参数θ的贝叶斯区间估计

前面已经讨论了参数θ 的点估计问题,下面将研究θ 的贝叶斯可信区间.
若取形状参数θ 的共轭先验分布为指数分布(7),则由后验分布的核函数(8)式得到θ 的后验分布为

π(θ|x)=
(t+m+μ)r+1

Γ(r+1)
e
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因此可得下面的定理.
定理5 若Lomax分布(2)中形状参数θ的后验分布为(13),对任意0<α<1,则θ的可信水平为

1-α 的可信区间为
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  证  对于密度函数(13),令2(t+m+μ)θ=Y,则Y 的密度函数为
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(15)式正是自由度为2r+2的卡方分布的密度函数,即Y ~χ2(2r+2).
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5 超参数μ 的估计

前面得到的形状参数θ 的贝叶斯估计中,由于超参数μ 未知,因此需要估计.根据文献[15]用极大似

然法来估计μ.
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  以f(xi),F(xr)分别代替(3)式中的f(xi;θ,λ),F(xr;θ,λ),则似然函数(3)变为
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所以g2(μ)在(0,+∞)上也是严格单调递减的凹函数.
并且
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故方程
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在(0,+∞)内有唯一解,迭代公式为
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n
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(16)

记(16)式得到的最终迭代值为μ
∧,将μ

∧
代入(9)-(12)式及(14)式就可得到形状参数θ的各种贝叶斯估计.

6 MonteCarlo随机模拟

下面用随机模拟来比较形状参数θ的几种估计的优劣.具体步骤如下:
1)产生一组容量为n 的服从U(0,1)的相互独立随机样本Y1,Y2,…,Yn;
2)给定λ=1,θ=2.2的值,令

Xi=λ[(1-Yi)
-
1
θ -1]   i=1,2,…,n

则X1,X2,…,Xn 是服从Lomax分布(2)的随机样本,确定截尾数得到截尾样本;
3)根据截尾样本,可以计算出形状参数θ的极大似然估计、逆矩估计和不同损失函数下的贝叶斯

估计.
以上步骤重复模拟1000次,计算不同的样本容量n 和截尾数下,形状参数各种估计的均值和均方误

差(MSE).模拟结果列于表1中.
表1 θ各种估计下的均值和均方误差

n r θ
∧
M(MSE) θ

∧(MSE) θ
∧
B(MSE) θ

∧
BE(MSE) θ

∧
BSE(MSE)

20 18 2.3500(0.3761) 1.8983(0.1195) 2.0568(0.2011) 1.9485(0.2253) 2.0019(0.2103)

20 16 2.3613(0.4373) 2.0970(0.0447) 2.0327(0.2182) 1.9132(0.2508) 1.9720(0.2310)

20 14 2.3663(0.5064) 2.1455(0.0312) 1.9962(0.2417) 1.8631(0.2879) 1.9285(0.2605)

40 35 2.2533(0.1550) 2.3991(0.0888) 2.1085(0.1181) 2.0499(0.1262) 2.0790(0.1213)

40 30 2.2773(0.1766) 2.4067(0.0722) 2.1063(0.1250) 2.0384(0.1350) 2.0721(0.1289)

40 25 2.3003(0.2383) 2.4604(0.0652) 2.0927(0.1537) 2.0122(0.1667) 2.0520(0.1586)

80 70 2.2284(0.0746) 2.3972(0.0638) 2.1559(0.0646) 2.1255(0.0665) 2.1406(0.0653)

80 60 2.2323(0.0873) 2.4180(0.0638) 2.1477(0.0738) 2.1125(0.0765) 2.1300(0.0748)

80 50 2.2377(0.0985) 2.1935(0.0060) 2.1364(0.0811) 2.0946(0.0852) 2.1154(0.0827)

  从表1中的数据来看,形状参数θ的极大似然估计的均值更加接近于真值2.2,但是均方误差比其它

的几个估计要大;另外,从与真值的接近程度及均方误差来看,对于上表中的3个贝叶斯估计,在平方损

失函数下,形状参数θ的贝叶斯估计是最优的.
使用 MATLAB软件,给定θ=3,λ=1随机产生一个容量为14且服从Lomax分布(2)的样本,按照

从小到大的顺序排列如下:

0.0798,0.0848,0.1367,0.1601,0.1837,0.2076,0.2358,0.2944,0.3403,0.3808,0.4856,

0.6849,1.5661,1.7096
假设最后2个数据被截尾,因此n=14,r=12.这里取参数c=0.5.通过计算得到形状参数θ的各种

估计值见表2.
表2 λ=1时,形状参数θ的估计(α=0.05)

θ
∧
M θ

∧
θ
∧
B θ

∧
BL θ

∧
BE θ

∧
BSE θ的可信区间

3.126 3.289 3.176 2.996 2.932 3.051 (1.691,5.121)

  从表2中所得到的各种估计可以看到,参数真值落在可信区间的中部.形状参数θ的逆矩估计比真值

偏大较多,其余的估计值与真值相差不大.
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