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一种新的求解无约束优化问题的谱共轭梯度法①
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摘要:在修正的 Wei-Yao-Liu共轭梯度法基础上,给出一种新的求解无约束优化问题的谱共轭梯度算法,该算法在

强wolfe型线搜索下具有充分下降性和全局收敛性,数值实验结果表明该算法是有效的.
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考虑无约束优化问题

min{f(x)|x∈Rn} (1)
其中f:Rn →R为一阶连续可微的非线性函数,其梯度向量g(x)≜ ▽f(x),令gk =g(xk).非线性共

轭梯度法是解决无约束优化问题的有效方法,尤其是大规模的无约束优化问题.
非线性共轭梯度法一般的迭代公式为:

xk+1=xk +αkdk (2)

dk =
-gk k=1
-gk +βkdk-1 k≥2{ (3)

其中:dk 为搜索方向,βk 为参数,αk 为步长因子由线搜索决定.
文章考虑的线搜索是强wolfe型线搜索:

f(xk +αkdk)≤f(xk)+δαkgT
kdk (4)

|g(xk +αkdk)Tdk|≤σ|gT
kdk| (5)

其中0<δ<σ<1.
不同的参数表达式βk 对应着不同的共轭梯度法,较著名的非线性共轭梯度法参数有βFR

k ,βPRP
k ,βHS

k

等[1].
PRP方法是目前认为数值表现最好的共轭梯度法之一,但其收敛性质不是很好[1].为此,很多研究者

对PRP方法进行改进,得到一系列修正的PRP方法.比如:
韦增欣等人[2]提出改进的PRP方法,我们简称为 WYL方法,即

βWYL
k =

gT
k(gk -

‖gk‖
‖gk-1‖gk-1)

‖gk-1‖2
(6)

根据研究表明,WYL方法不仅有良好的数值试验结果,而且有良好的收敛性[2-3].
后来,文献[4]对 WYL方法作一些细微的改动,构造修正的 WYL方法参数为
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βNPRP
k =

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

‖gk-1‖2
(7)

并证明了当参数σ∈ 0,12
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÷ 时,NPRP方法在强wolfe型线搜索下具有充分下降性和全局收敛性.文献[5]

也对 WYL方法作了一些修改,得到的修正共轭梯度法的参数为:

β*
k =

gT
k
‖gk-1‖
‖gk‖gk -gk-1

æ

è
ç

ö

ø
÷

‖gk-1‖2

该方法在wolfe型线搜索下收敛,数值表现也较好.
文献[6]提出了一类谱共轭梯度法,其搜索方向的表达式为:

dk =
-gk k=1

-
1
δk

gk +βkdk-1 k≥2

ì

î

í

ïï

ïï

(8)

这里

δk =
sk-1

Tyk-1

|sk-1|2
   yk-1=gk -gk-1 (9)

是谱系数.
文献[7]为了保证谱共轭梯度算法的稳定性,对谱系数δk 作了如下规定:
为了保证存在0<λmin<λmax 使得λmin<δk <λmax 对所有的k成立,若某一步产生的δk+1 不属于区

间[λmin,λmax],则令δk+1=δk.
谱共轭梯度法存储需求少,能有效提高共轭梯度法的计算效率.文献[7]在此基础上讨论了各种谱共轭

梯度法的收敛性和它们的数值表现.下面将讨论NPRP型的谱共轭梯度算法和收敛性.

1 NPRP型的谱共轭梯度算法和收敛性分析

我们在NPRP的基础上,给出NPRP型的谱共轭梯度法(简称为SNPRP方法)的参数βk 为:

βSNPRPk =
δk-1(‖gk‖2-

‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|)

δk‖gk-1‖2
(10)

SNPRP算法的步骤如下:
算法1
1)给出x1 ∈Rn,0≤ε,d1=-g1,k:=1;

2)若 ‖gk‖ ≤ε,则停止;

3)计算步长因子αk,使得αk 满足强wolfe型线搜索条件(4)及(5);

4)令xk+1=xk +αkdk,gk+1=g(xk+1);

5)按(9)式计算参数δk+1,按(10)式计算βk+1
SNPRP,按(8)式计算dk+1,令k:=k+1,转到步骤2).

显然,SNPRP方法中的参数βSNPRP
k 满足0≤βSNPRP

k ≤
δk-1‖gk‖2

δk‖gk-1‖2
.

SNPRP方法具有充分下降性,即

引理1 考虑算法1,如果参数σ∈ 0,12
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,那么对所有的k,下式成立:

1-2σ+σk

1-σ ≤
-δkgT

kdk

‖gk‖2
≤
1-σk

1-σ
(11)

  证  采用数学归纳法.假设k=1,因为d1=-g1,δ1=1,(11)式显然成立.
假设对任何的k-1结论(11)成立,下证(11)式对k成立.
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由dk =-
1
δk

gk +βSNPRP
k dk-1 得

-δkgT
kdk

‖gk‖2
=1-

‖gk‖2-
‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

‖gk‖2
δk-1gT

kdk-1

‖gk-1‖2
(12)

利用(5)式得

1+
‖gk‖2-

‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

|gk|2
σδk-1gk-1

Tdk-1

‖gk-1‖2
≤

-δkgT
kdk

‖gk‖2
≤

1-
‖gk‖2-

‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

‖gk‖2
σ
δk-1gk-1

Tdk-1

‖gk-1‖2
(13)

因为

0≤
‖gk‖2-

‖gk‖
‖gk-1‖

|gT
kgk-1|

‖gk‖2
≤1 (14)

所以(14)式变为

1+
σδk-1gk-1

Tdk-1

‖gk-1‖2
≤

-δkgT
kdk

‖gk‖2
≤1-σ

δk-1gk-1
Tdk-1

‖gk-1‖2
(15)

由归纳假设得

1-2σ+σk

1-σ =1-σ1-σk-1

1-σ ≤
-δkgT

kdk

‖gk‖2
≤

1+σ1-σk-1

1-σ =
1-σk

1-σ
(16)

由(16)式知道,对所有的k(11)式成立.

引理1充分表明,当参数0<σ<
1
2

时,对于谱共轭梯度法SNPRP方法,存在常数C=
1-2σ
1-σ >0,

使得对所有的k有

gT
kdk ≤-C 1δk

‖gk‖2 (17)

为了分析SNPRP方法的收敛性,需要对目标函数f(x)作如下假设条件:

􀃠 水平集Ω={x ∈Rn,f(x)≤f(x1)}有界;

􀃡f(x)的梯度函数g(x)在Ω 内Lipschitz连续,即存在常数L >0,使得对任意x,y∈Ω 有

‖g(x)-g(y)‖ ≤L‖x-y‖ (18)
根据以上假设可知存在常数r>0使得

‖gk‖ ≤r   ∀xk ∈Ω (19)

  引理2[8-10] 考虑形如(2)和(3)式的方法,若假设􀃠和􀃡成立,步长因子αk 由wolfe型线搜索方法

得到,且对所有的k有gT
kdk <0,那么

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
<+∞ (20)

这就是著名的Zoutendijk条件.易知在上面假设条件下和强wolfe型线搜索下也有Zoutendijk条件成立.
引理3[1] 设l>0,c为常数,如果正项级数{ai}对所有k成立

∑
k

i=1
ai ≥lk+c (21)

则有

3第7期       李智群,等:一种新的求解无约束优化问题的谱共轭梯度法



∑
i≥1

ai
2

i =+∞ (22)

以及

∑
k≥1

a2
k

∑
k

i=1
ai

=+∞ (23)

  定理1 若假设 􀃠 和 􀃡 成立,则算法1产生的序列{xk,dk,gk}有

liminf
k→∞

‖gk‖=0 (24)

  证  反证法.设结论不成立,则存在常数γ>0,使得

‖gk‖ ≥γ   ∀k≥1 (25)

由dk +
1
δk

gk =βSNPRP
k dk-1,两边取平方模移项得

‖dk‖2=-
1
δ2k
‖gk‖2-2

1
δk

gT
kdk +(βSNPRPk )2‖dk-1‖2 ≤

-
1
δ2k
‖gk‖2-2

1
δk

gT
kdk +(

δk-1‖gk‖2

δk‖gk-1‖2
)2‖dk-1‖2=

-
1
δ2k
‖gk‖2-2

1
δk

gT
kdk +

δ2k-1‖gk‖4

δ2k‖gk-1‖4
‖dk-1‖2 (26)

令

tk =
δ2k‖dk‖2

‖gk‖4
   rk =-

δkgT
kdk

‖gk‖2

(26)式两边除以
‖gk‖4

δ2
k

得到

tk ≤tk-1-
1

‖gk‖2
+

2rk

‖gk‖2

依次类推,且t1=
1

‖g1‖2
,r1=1,则有

tk ≤-∑
k

i=1

1
‖gi‖2

+2∑
k

i=1

|ri|
‖gi‖2

(27)

利用(19)和(25)式,可得

tk ≤-
k
r2 +

2
γ2∑

k

i=1
|ri| (28)

故

tk ≤
2
γ2∑

k

i=1
|ri| (29)

因tk ≥0,由(28)式有

∑
k

i=1
|ri|≥

γ2k
2r2

(30)

根据(29),(30)式以及引理3知

∑
k≥1

(gT
kdk)2

‖dk‖2
=∑

k≥1

r2k
tk

=∞

这与引理2矛盾,故(24)式成立,定理得证.

2 数值实验

本文算法的数值实验结果如表1,算法的参数δ=0.01,σ=0.1,ε=10-5,终止条件为‖gk‖≤ε,或
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迭代次数不超过104.表1中Dim 表示目标函数变量的维数;NI,NF,NG 分别表示迭代次数、目标函数值

计算次数、目标函数梯度值计算次数.
表1 数值实验

测试问题 Dim NI/NF/NG NI/NF/NG

FROTH2 2 15/133/27 4/61/10
BADSCB 2 15/80/24 2/53/4
JENSAM 2 8/27/17 25/152/33
HELIX 3 364/1564/593 3/59/9
BARD 3 2320/7058/3838 5/156/37
GAUSS 3 4/9/5 3/7/4
MEYER 3 7546/18439/11271 6/109/55
GULF 3 1/2/2 1/2/2
BOX 3 1/51/2 1/51/2
SING 4 16579/33435/27613 4/62/11
WOOD 4 639/1871/1066 8/217/114
KOWOSB 4 1474/3139/2445 5834/14299/6046
BD 4 56/269/173 7/209/95

WATSON 20 19936/40065/33221 3/104/5
ROSEX 8 34/423/71 20/489/48
ROSEX 50 36/431/73 3/102/5
ROSEX 100 34/331/73 6/110/10
SINGX 4 16579/33435/27613 4/62/11
PEN1 2 5/18/12 5/18/12
PEN2 4 14/181/30 79/355/157
PEN2 50 164/920/309 6/117/61
VARDIM 2 3/9/7 3/9/7
VARDIM 50 10/52/36 3/62/11
TRIG 3 17/140/32 33/259/50
TRIG 50 38/415/66 99/2431/127
IE 3 5/12/7 5/12/7
IE 50 6/13/7 7/15/8
IE 100 6/13/8 8/18/12
TRID 3 20/47/25 568/14432/796
TRID 50 31/113/38 4/59/8
TRID 100 33/73/39 4/61/9
TRID 200 32/70/38 4/62/11
BAND 3 7/64/12 15/177/26
BAND 50 18/620/25 3/115/10
BAND 100 18/760/27 6/263/14
BAND 200 18/629/26 12/563/22
LIN 2 1/3/3 1/3/3
LIN 50 1/3/3 1/3/3
LIN 500 1/3/3 1/3/3
LIN 1000 1/3/3 1/3/3
LIN1 2 1/51/2 1/51/2
LIN1 10 1/3/3 1/3/3
LIN0 4 1/3/3 1/3/3

  由表1可知,SNPRP算法比NPRP算法在收敛性方面更好,计算效率更高.
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Abstract:Baseonanimprovedconjugategradientmethod,anewspectralconjugategradientalgorithmis
presentedforsolvingunconstrainedminimizationprobleminthispaper,andthealgorithmpossessessuffi-
cientdescentpropertyandglobalconvergencewiththestrongWolfelinesearch.Numericalresultsshow
thatthenewmethodiseffective.
Keywords:unconstrainedoptimization;spectralconjugategradientmethod;sufficientdescentproperty;

globalconvergence;numericalexperiment
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