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具有交错扩散的三种群食物链
模型整体解的存在性①

闫 莎

陕西理工大学 数学与计算机科学学院,陕西 汉中723000

摘要:应用能量估计方法和bootstrap技巧讨论了一类带有交错扩散的三种群食物链模型,当空间维数小于10时,

证明了该模型整体解的存在性.
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考虑如下的具有交错扩散的三种群食物链模型

du
dt=Δ[(d1+α11u)u]+u(1-u-a1v) (x,t)∈QT

dv
dt=Δ[(d2+α21u+α22v)v]+v(a1u-

a2w
1+bv-g1-cv) (x,t)∈QT

dw
dt =Δ[(d3+α33w)w]+w(

a2v
1+bv-g2) (x,t)∈QT

∂u
∂η

=
∂v
∂η

=
∂w
∂η

=0 (x,t)∈ST

u(x,0)=u0(x),v(x,0)=v0(x),w(x,0)=w0(x) x∈Ω

(1)

其中:u,v和w 分别代表食饵、捕食者和最高级捕食者的密度;αii(i=1,2,3)是种群的自扩散系数,α21 是

种群的交错扩散系数;u0(x),v0(x),w0(x)是不恒为零的非负函数;d1,d2,d3,a1,a2,g1,g2,b,c均为正常

数,di(i=1,2,3)分别是种群u,v,w 的扩散率,ai(i=1,2)分别代表捕食者v,w 的转化率,gi(i=1,2)
分别代表v,w 的死亡率,b是种群w 的消化系数,c代表种群v 的密度制约系数;QT =Ω×(0,T),ST =
∂Ω×(0,T),Ω 是Rn 中具有光滑边界的有界区域;η 是∂Ω 的单位外法向.

与模型(1)相关的常微分问题已在文献[1]中作了研究.文献[1]展示了一个宽泛的动力学性态,包括

混沌动力学、交错极限环和长期瞬时性态.在文献[2]中,Abrams对模型(1)的动力学性态作了进一步的

研究.与模型(1)对应的反应扩散系统的局部渐近稳定性和全局渐近稳定性在文献[3]中已被讨论.近年来,
带有交错扩散的三种群互惠、捕食者-食饵模型解的整体性态在文献[4-6]中已被讨论.考虑到空间扩散

与分离现象,本文主要讨论带有交错扩散的三种群食物链模型(1)的解的存在性.
问题(1)的局部解的存在唯一性是Amann系列论文[7-9]的直接推论,根据他的结论可得:若非负函数

u0,v0,w0 ∈W1
p(Ω)且p>n,则(1)式有唯一非负解u,v,w ∈C([0,TM),W1

p(Ω))∩C∞((0,TM),
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C∞(Ω)),其中TM ∈ (0,+∞]是解的最大存在时间.若进一步,解(u,v,w)满足

sup{‖u(·,t)‖W1p(Ω)
,‖v(·,t)‖W1p(Ω)

,‖w(·,t)‖W1p(Ω)
:t∈ (0,TM)}< ∞

则TM =+∞.
本文主要结论如下:
定理1 假设u0 ≥0,v0 ≥0,w0 ≥0为满足齐次Neumann边界条件的非负函数C2+λ(Ω)(λ∈ (0,

1)),则当空间维数n<10时,问题(1)有唯一非负整体解u,v,w ∈C
2+λ,1+

λ
2(Ω×[0,∞)).

首先给出如下辅助结果.
引理1 设(u,v,w)是问题(1)的解,则存在正常数

M'
1=max ‖u0+v0+w0‖L∞(Ω),

(l+1)2|Ω|
4l{ }

及

M1=max{‖u0‖L∞(Ω),|Ω|},C1

使得

v,w ≥0   0≤u≤M1   (x,t)∈QT

‖v(·,t)‖L1(Ω),‖w(·,t)‖L1(Ω)≤M'
1,‖v‖L2(QT)

,‖w‖L2(QT)≤C1

  证  由极值原理易得

v,w ≥0   0≤u≤max{‖u0‖L∞(Ω),|Ω|}=M1

对(1)式的第一个方程在Ω 上积分,得

d
dt∫Ω

(u+v+w)dx≤-l∫Ω
(u+v+w)dx+

(1+l)2

4 |Ω|

其中l=min{g1,g2}.因此

‖v(·,t)‖L1(Ω),‖w(·,t)‖L1(Ω)≤max ‖u0+v0+w0‖L∞(Ω),
(l+1)2|Ω|

4l{ }=M'
1

对(1)式的第二个方程在Ω 上积分,得

|v|L2(QT)≤C'
1

给(1)式的第三个方程两边同乘w,并在Ω 上积分,得

|w|L2(QT)≤C*
1

故存在正常数C1 使得

‖u‖L2(QT)   ‖v‖L2(QT)≤C1

  引理2 设(u,v,w)是问题(1)的解,u1=(d1+α11u)u,Qτ =Ω×(0,τ),τ<TM,则存在一个

依赖于 ‖u0‖W12(Ω)
和 ‖u0‖L∞(Ω)的正常数C2(τ)使得

‖u1‖W2
,1
2 (Qr)≤C2(τ)   ▽u1 ∈V2(Qτ)

  注1 引理2的证明类似文献[10]引理2.2.
  接下来进行v,w 的Lr -估计.
  由引理1、引理2及文献[11]命题2.1易得如下引理:

  引理3 存在常数C3(τ)>0使得

‖▽u‖L4(QT)≤C1(T)

  引理4 设r>2,pr=
2r

r-2
,α22,α33>0.假设存在一个仅依赖于r,T,Ω 和(1)式系数的正常数

Mr,T >0,使得

‖▽v‖Lr(QT)≤Mr,T

则对 ∀q>1,存在一正常数C(r,q,T)>0,t∈ [0,T),使得

‖v(·,t)‖
q

Lq(Ω)+‖▽(v
q
2)‖

2

L2(QT)+‖▽(v
(q+1)
2 )‖

2

L2(QT)≤
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C(r,q,T)(1+‖v‖
q-1

L
pr(q-1)

2 (QT)
) (2)

‖w(·,t)‖
q

Lq(Ω)+‖▽(w
q
2)‖

2

L2(QT)+‖▽(w
(q+1)
2 )‖

2

L2(QT)≤

C(r,q,T)(1+‖w‖
q-1

L
pr(q-1)

2 (QT)
) (3)

  证  对任意常数q>1,在(1)式第二个方程两端同乘以qvq-1,通过分部积分可得

d
dt∫Ω

vqdx≤-d2q(q-1)∫Ω
vq-2|▽v|2dx-2α22q(q-1)∫Ω

vq-1|▽v|2dx-

α21(q-1)∫Ω
▽(vq)▽udx+a1qM1∫Ω

vqdx (4)

对(4)式在[0,t]上积分,易得

∫Ω
vq(x,t)dx-∫Ω

vq(x,0)dx≤-
4d2(q-1)

q ∫Qt

▽(v
q
2)2dxdt-

8q(q-1)α22
(q+1)2∫Qt

▽(v
q+1
2 )2dxdt-

α21(q-1)∫Qt

▽(vq)▽udxdt+a1qM1∫Qt

vqdxdt (5)

即

∫Ω
vq(x,t)dx+

4d2(q-1)
q ∫Qt

▽(v
q
2)2dxdt+

8q(q-1)α22
(q+1)2∫Qt

▽(v
q+1
2 )2dxdt≤

∫Ω
vq(x,0)dx-α21(q-1)∫Qt

▽(vq)▽udxdt+a1qM1∫Qt

vqdxdt (6)

因为1
r +

1
2+

1
pr

=1,由Holder不等式和Poincaré不等式,得

a1qM1∫Qt

vqdxdt≤C4‖v‖
q-1
2

L
pr(q-1)

2 (Qt)‖▽(v
q+1
2 )‖L2(Qt)

(7)

注意到 ▽u∈Lr(QT)由Holder不等式,得

∫Qt

▽(vq)▽udxdt ≤
2q

q+1
‖v‖

q-1
2

L
pr(q-1)

2 (Qt)‖▽(v
q+1
2 )‖L2(Qt)‖▽u‖Lr(Qt)≤

2q
q+1

Mr,T‖v‖
q-1
2

L
pr(q-1)

2
(Qt)‖▽(v

q+1
2 )‖L2(Qt)

(8)

将(7),(8)式代入(6)式得

∫Ω
vq(x,t)dx+

4d2(q-1)
q ∫Qt

▽(v
q
2)2dxdt+

8q(q-1)α22
(q+1)2∫Qt

▽(v
q+1
2 )2dxdt≤

C5+
C6

4ε‖v‖
q-1

L
pr(q-1)

2 (Qt)+C6ε‖▽(v
q+1
2 )‖2L2(Qt)

(9)

其中正常数C5,C6 依赖于q,T,Ω 及(1)式的系数和初值.只要选择充分小的ε,使得C6ε<
8q(q-1)α22

(q+1)2
,

再结合(9)式就得到(2)式.
同理可得(3)式,从而引理4得证.
对任意常数a,记a+=max{a,0}.
引理5 设α11,α22 >0,则存在正常数C7(T),C8(T)使得

‖v‖V2(QT)≤C7(T)   ‖w‖V2(QT)≤C8(T)

进一步,对任意r<
4(n+1)
(n-2)+

,存在正常数Cr'1,T1
,Cr'2,T2

使得
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‖v‖Lr(QT)≤Cr'1,T1   ‖w‖Lr(QT)≤Cr'2,T2

  证  对任意q>1,令X =v
q+1
2 ,且

E ≡sup
0≤<T∫Ω

vq(x,t)dx+∫QT
▽(v

q+1
2 )2dxdt=sup

0≤t<T∫Ω
X

2q
q+1dx+∫QT

▽X 2dxdt

令r0=4,p0=
2r0

r0-2
,则由引理3得 ▽u∈L

r0(QT),再结合引理4得

E+‖▽(v
q
2)‖2L2(QT)≤C(r0,q,T)(1+‖X‖

2(q-1)
q+1

L
p0(q-1)

q+1 (QT)
) (10)

其中C(r0,q,T)>0是依赖于T,Ω,初值v0,w0 以及(1)式的系数的正常数.设β=
2

q+1∈
(0,1),由

引理1得,存在一个正常数C9(T)使得

‖X(·,t)‖Lβ(Ω)=‖v(·,t)‖
1
β
L1(Ω)≤C9(T)

1
β   ∀t∈ [0,T] (11)

对于任意的q>1,我们限定

(np0-2n-4)q≤2n+np0 (12)
则有

p0(q-1)
q+1 ≤q=2+

4q
n(q+1)

因此,由Holder不等式、(11)式、文献[10]引理2.4和E 的定义,得

‖X‖L
p0(q-1)

q+1 (QT)≤C10(q,T)‖X‖Lq(QT)≤C10(q,T)M2(1+E
2
nqE

1
q) (13)

再结合(10)式和(13)式知存在正常数C11 >0,使得

E ≤C11(q,T)(1+EμEν) (14)
其中

μ=
4(q-1)

nq(q+1)
   ν=

2(q-1)

q(q+1)

又由μ+ν<1知E 有界,因此X ∈Lq(QT),相应地v∈Lr(QT),这里r=
q(q+1)
2

,q满足(12)式.

当n≤2时,有

np0-2n-4=
4n+8-4r0

r0-2 =2(n-2)≤0 (15)

所以(12)式对任意的q均成立,即n≤2时,v∈Lr(QT)(r>1).
当n>2时,(12)式等价于

1<q≤q0:=
2n+np0

np0-2n-4=
n(r0-1)
n+2-r0=

3n
n-2

(16)

于是

r=
q(q+1)
2 =q+1+

2q
n ≤r1:=q0+1+

2q0
n =

(n+1)r0
n+2-r0=

4(n+1)
n-2

(17)

综上,当1<r≤r1时,v∈Lr(QT),又因为q=2满足(12)式,于是在(10)式中令q=2,再结合(13)式
得|v|V2(QT)≤C7(T).

同理可证 ‖w‖Lr(QT)≤Cr'2,T2
及|w|V2(QT)≤C8(T).这就完成了引理5的证明.

引理6 设r1 >max{
n+2
2
,3}若存在正常数Cr1,T

,Cr2,T
使得

‖v‖Lr1(QT)≤Cr1,T   ‖w‖Lr1(QT)≤Cr2,T

则对任意的r>1,v,w ∈Lr(QT).

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第38卷



证  把(1)式的第一个方程改写成散度形式

ut=▽[(d1+2α11u)▽u]+u(1-u-a1v) (18)

由引理1知,d1+2α11u 在QT 上有界,当r1 >
n+2
2

时,

u(1-u-a1v)∈L
r1(QT)

又由文献[12]定理10.1得,存在β>0,使得

u∈Cβ,β
2(QT) (19)

进一步有

u1t=(d1+2α11u)Δu1+h1 (20)
这里u1=(d1+α11u)u,h1=(d1+2α11u)[u(1-u)-a1uv].由引理1以及引理6的假设得h1(x,t)∈

L
r1(QT).由式(19),(20)以及文献[11]引理2.2得

u1 ∈W
2,1

r1
(QT)

这蕴含着 ▽u=
1

d1+α11u
▽u1 ∈L

r1(QT).再回到引理5的证明过程,把其中的r0,p0 分别用r1,p1=

2r1
r1-2

代替,则对任意的r>1有v,w ∈Lr(QT),否则v,w ∈L
r2(QT),这里r2:=

(n+1)r1
n+2-r1

.而

v,w ∈L
r2(QT)的充要条件是

n+2-r1 >0

若v,w ∈L
r2(QT),则h1∈L

r2(QT).仍由抛物型方程基本估计得 ▽u∈L
r2(QT).重复估计过程,得到

一迭代序列

rk+1:=
(n+1)rk

n+2-rk
(21)

只要

n+2-rk ≤0 (22)
就有v,w ∈Lr(QT),∀r>1,又r1 >3,结合式(21)式,由归纳法可得rk >3(k=1,2,…),且

rk+1

rk
=

n+2
n+2-rk

≥
n+1
n-1>

1

因此,序列{rk}是严格单调递增的,从而存在k 使得(22)式成立,于是存在正常数k,使得v,w ∈
Lr(QT),∀r>1.

定理1的证明  当n<10时,有n+2
2 <

4(n+1)
(n-2)+

.于是,由引理5和引理6不难证明,对任意r>

1有v,w∈Lr(QT),v,w∈V2(QT).类似于文献[10]定理1.1的证明,可得,u,v,w∈C
2+λ,1+

λ
2(Ω×[0,

∞)),定理1得证.
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ExistenceofGlobalSolutionsforaThreeSpecies
Food-ChainModelwithCross-Diffusion

YAN Sha
SchoolofMathematicsandcomputerscience,ShaanxiUniversityoftechnology,HanzhongShaanxi723000,China

Abstract:Inthispaper,usingtheenergyestimatesandthebootstraparguments,theexistenceofglobal
solutionsforathreespeciesfood-chainmodelwithcross-diffusionisprovedwhenthespacedimensionisat
most9.
Keywords:Food-chain;cross-diffusion;gradientestimates;globalsolutions
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