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基于Hankel矩阵分解的互素阵列高分辨目标定向①

谭伟杰, 冯西安, 张杨梅

西北工业大学 航海学院,西安710072

摘要:互素阵列能有效扩展阵列虚拟孔径,但预处理后的阵列模型为一确定噪声下的单快拍相干源目标方位估计

问题.针对该问题,提出了一种基于 Hankel矩阵分解的方法,采用多项式求根的方法来进行高分辨定向.首先将阵

列采样协方差数据进行Khatri-Rao(KR)积预处理,进行相关数学变换后,用去冗余后的数据构建 Hankel矩阵,然

后采用奇异值分解,转换为多项式求根,最后找出感兴趣的目标位置,并通过最小二乘法来求解出目标幅度.仿真

结果表明了该方法的有效性和优越性.
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在日益复杂的对抗环境中,尤其是在雷达、声呐等系统中,仅仅识别出目标真假已经不能满足现代反

对抗系统的需求,需要进一步提取目标的多亮点特征以及目标各部位的空间分布结构.精确分辨目标不同

部位亮点成为反对抗系统中迫切需要解决的关键问题,提高系统的多目标空间方位分辨能力是其中的关键

技术[1].在阵列信号处理中通过增加阵列天线的数目可以提高目标方位估计的精度,但同时会带来经济成

本的增加,因此采用较少阵元的稀疏结构阵型来提高阵列性能成为目前研究的热点问题.与传统的随机分

布稀疏阵列相比,VAIDYANATHAN和PAL等人提出的具有稀疏结构的互素阵[2-3]具有明确的阵元位

置,无需穷举搜索,因而受到广泛关注.该阵列由两个均匀线列阵组成,其中阵元数和阵元间距分别为 M
和Nd,N 和Md(其中M,N 为互质数),通过对阵列接收数据的协方差矩阵进行相关处理,其自由度可以

达到O(MN).当采用 MUSIC平滑技术[4]来进行DOA估计时,目标的检测个数可以提高到O(MN/2),
但是不足之处是采用平滑技术减少了阵列的虚拟孔径,而且 MUSIC方法会受到扫描网格的影响.ZHANG
Yimin等人提出了基于稀疏重构的方法来克服子空间的不足[5],但是采用稀疏方法[6]需要假设所有的目标

源都精确地落在预定的网格点上,离网目标会使得稀疏重构性能恶化[7].TANZhao等人在采用互素阵列

进行DOA估计时,利用了原始信号和网格失配的联合稀疏[8].在DOA估计中采用一阶泰勒展开来逼近

网格误差,该方法受到高阶模型错误的限制.另外,相比传统子空间方法,采用稀疏表示方法计算量较

大,因此,在实际中要充分利用互素阵的自由度,提高DOA估计的精度,计算量和网格失配是必须考虑

的两个问题.
本研究在互素阵列模型基础上提出一种基于 Hankel矩阵分解的方法,首先将阵列采样协方差数据

KR积预处理,用去冗余后的数据来构建Hankel矩阵,然后采用奇异值分解,将目标定向转换为多项式求

根问题,最后通过根来计算出感兴趣的目标位置,通过最小二乘法来求解出目标幅度.该方法解决了互素

阵向量化后转化为相干源条件下DOA估计问题,降低了计算量,减少了传统的MUSIC方法中的网格失配
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问题,而且对于近空间目标具有良好的分辨力.

1 互素阵列模型

1.1 阵列信号的KR积预处理

考虑具有L 个阵元的线列阵,阵元间距可以是非均匀的.假设有K 个非相关目标分别从远场φ1,φ2,
…,φK 方位照射到阵列.不同时间快拍表示为sk(t),t=1,2,…,T,k=1,2,…,K 来表示.那么该阵列接收

的信号矢量可以表示为

x(t)=∑
K

k=1
a(φk)sk(t)+n(t)=As(t)+n(t) (1)

其中:a(φk)= 1,e
j
2π
λl2sin(φk),…,e

j
2π
λlLsin(φk)

[ ] T∈CL×1 为φk 对应的导向矢量,λ为来波信号的波长,li 为

阵元位置,i=1,2,…,L.
假定sk(t)服从方差为σ2

k 的独立高斯分布,表示为s(t)=[s1(t),s2(t),…,sk(t)].噪声为服从复高

斯分布NC(0,σ2
n)的独立同分布随机变量,均值为0,方差为σ2

n.那么信号x(t)的协方差矩阵可以表示为

Rxx =E[x(t)xH(t)]=ARssAH +σ2nI=

∑
K

k=1
σ2ka(φk)aH(φk)+σ2nI (2)

这里:Rss=E[s(t)sH(t)]=diag([σ2
1,…,σ2

K])∈RK×K 为信源的协方差矩阵;σ2
k 为第k(k=1,2,…,K)

个信源的功率.通过向量化协方差矩阵Rxx,可以得到以下的测量向量:

z=vec(Rxx)=Φ(φ1,φ2,…,φK)p+σ21n (3)
其 中:Φ(φ1,φ2,…,φK)= A*☉A = [aH(φ1) a(φ2),…,aH(φK) a(φK)],p =
[σ21,σ22…σ2k]T,1n = [eT1,eT2…eTN]T,ei 表 示 除 了 第i 项 为 1,其 余 项 全 为 0 的 向 量.☉ 表 示

KR(Khatri-Rao)积,表示Kronecker积,(·)* 表示共轭算子,(·)H 表示共轭转置.比较(3)式和(1)式,

z相当于阵列流形为A*A 的单快拍接收信号.与A 相比,A*☉A 是通过差分阵元形成的一个大的虚拟阵

列,其中阵列的传感器位于li-lj(ln 表示阵元的位置),其中1≤i,j≤L.当设计合适的阵列,利用传统

的DOA估计算法将会检测更多的源数.嵌套阵和互素阵[1,3]就是在该观点支撑下应运而生的.
1.2 互素阵列模型

互素阵列(图1),包含两组均匀线阵列,其中实心点表示子阵列1的阵元位置,空心点表示子阵列2的

阵元位置,共用起始阵元,子阵列1的阵元数和阵元间距分别为N 和Md,子阵列2的阵元数和阵元间距分

别为M 和Nd,d表示最小阵元间距,一般取值为半波长λ/2.其中M 与N 互为素数,因此称这种结构的阵

列称为互素阵列.
为了不失一般性,假定M <N,这M +N -1阵元的位置分别为

S={Mnd,0≤n≤N -1}∪ {Nmd,0≤m ≤M -1}
注意到除第一个阵元共用外,其它阵元不存在重合现象,因此互素对阵列的阵元总数为M+N-1.上述互

素阵列结构并不能得到一个连续的差集.为了能够应用 MUSIC,ESPRIT等DOA估计方法,文献[3]提出

将子阵列M 扩展到2M 个,这样阵列将可以扩展产生的连续差集,阵列结构见图2.

图1 互素阵列的基本阵型结构 图2 扩展后的互素阵列结构

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.edu.cn     第38卷



  考虑图1,2的互素阵列,其中N 阵元和2M -1个阵元的位置分别为:

{Mnd,0≤n≤N -1}

{Nmd,0≤m ≤2M -1}

虚拟阵元的位置为互差集{±(Mn-Nm)d,0≤n≤N -1,0≤m ≤2M -1}和自差集集合,该集合通

过Φ=A*A 产生.文献[3]表明,该阵型可以产生一个从-MNd到MNd连续差集.其中一些位置来自于

互差集,一些来自于自差集.通过移除(3)式中的重复行,重排保留从-MNd到MNd行,那么重新排列的

阵列模型为

z=Φp+σ2ω (4)

其中:

Φ=

e
-j
2π
λMNdsin(φ1) … e

-j
2π
λMNdsin(φk)

e
-j
2π
λ(MN-1)dsin(φ1) … e

-j
2π
λ(MN-1)dsin(φk)

︙ ⋱ ︙

e
j
2π
λMNdsin(φ1) … e

j
2π
λMNdsin(φk)

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

(5)

与(1)式不同,容易证明(4)式中的噪声是第MN+1项为1、其余均为0的确知向量,那么方位估计问题转

换为一个确定噪声σ2ω 下的单快拍的相干源估计问题.

2 基于Hankel矩阵分解的定向方法

2.1 Hankel矩阵分解

为了解决单快拍相干源模型下的估计问题,避开采用传统平滑技术带来的孔径损失,以及采用绕开

MUSIC方法中的网格化问题,该文引入Hankel矩阵来重新构建一个多快拍测量模型,采用求根的方法来

解决网格问题.由于将不同功率的目标p 看作一个随机测量,为了分析方便,将(4)式表示为r=Fs+e,

DOA估计问题可以看成是从噪声低通测量r中恢复出目标向量s.
注意到r=Fs+e,其中F 算子为范德蒙特矩阵,在不考虑噪声测量误差的情况下,s=F-1r,可以表

示为s=∑
K

t=1
siδτi.下面采用确定性方法来进行DOA估计.

首先固定一个正整数0≤L ≤2MN +1,形成一个Hankel矩阵[9].

H =Hankel(r)=

r0 r1 … r2MN+1-L

r1 r2 … r2MN+1-L+1

︙ ︙ ︙ ︙

rL rL+1 … r2MN+1

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

(6)

当r(n)=e
-j2πn

d
λ(zn -σ2ωn)=Φs可以直接证明Hankel(r)为一个Vandermonde分解,

H =ΦLP (Φ2MN+1-L)T

其中

P=diag(σ21,σ22…σ2k)

ΦL =

1 1 … 1

e
-j2πτ1

e
-j2πτ2 … e

-j2πτK

︙ ︙ ︙ ︙

(e
-j2πτ1)L (e

-j2πτ2)L … (e
-j2πτK)L

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

(7)
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这里利用了傅里叶测量的一个特殊属性:时间平移对应一个频率相位调制.

2.2 利用多项式求根的定向方法

2.2.1 奇异值分解

MUSIC的关键在于:当L≥K,2MN+1-L+1≥K,势集T 可以通过维度为L+1的矢量φL(τ)
正交映射到噪声子空间的零集识别出来.

在无噪声情况下,H 的奇异值分解可以写成:

H = U1
︸(L+1)×K

U2
︸(L+1)(L+1-K)

é
ë
êê

ù
û
úúdiag(σ1,σ2,…,σK0,…,0)  

(L+1)(2MN+1-L+1)

V1
︸(2MN+1-L+1)×K

V2
︸(2MN-L+1)(2MN-L+1-K)

é
ë
êê

ù
û
úú
*

(8)

奇异值为σ1 ≥σ2≥σ3… ≥σK >0,信号子空间和噪声子空间分别对应U1 和U2 的行空间.H 和ΦL 的范

围保持一致,为维度为CL+1 的子空间(信号子空间).噪声子空间为 H * 的零空间.基于该分解有

τ∈ {τ1,τ2,…,τk}⇔φL(τ)∈Im(H) (9)

其中,φL(τ)∈ (e
-j2πnτ
0≤τ≤L ∈CL+1.

若P1 和P2 分别表示到信号子空间和噪声子空间的正交映射,则

∀τ∈CL+1,P1τ=U1(U*
1τ),P2τ=U2(U*

2τ) (10)
可以证明存在τ∈T,在适当的条件下当且仅当P2φL(τ)=1,势集T 可以通过噪声子空间的相关函数的

零值识别.
在噪声情况,先构建Hankel矩阵Hε =H+E=Hankel(r)+Hankel(ε),这时DOA估计的多测量向

量的形式可以表示为:

Hε =ΦLP(Φ2MN+1-L)T+E (11)
问题转化为在噪声Hankel矩阵Hε 下估计势集T,势集T 依然通过噪声子空间的相关函数零值识别.
2.2.2 多项式求根

通过观测向量r,定义如下的检测函数

∀τ∈T,dr(τ)=‖U⊥,*
1 φL(τ)‖2 (12)

其中

dr(τ)=‖U⊥,*
1 φL(τ)‖2=∑

j
∑
l,l'

U⊥
l,jU⊥

l',je
j2π(l-l')

通过检测函数能够很方便表示势集元素的检测:{τ1,τ2,…,τK}={τ,dr(τ)=0}.

这里引进Pr=∑
l

Clzl 其中Cl=∑
j

Bjl=∑
j

Ul,jU-l,j,U-·,j 为U·,j 的共轭翻转,表示卷积运算.

因此,dr(τ)的零点等价于多项式Pr 在单位圆上面的零点,即:

{τ,dr(τ)=0}=
1
2πangle

({z,Pr(z)=0},|z|=1) (13)

得到{τ1,τ2,…,τK},通过最小二乘法求出目标大小pest =Φ-1*r,最终可以求出

P=∑
K

t=1
pest

iδτi

3 仿真与分析

仿真中分别采用均匀线列阵和图2所示的互素阵列,噪声为加性复高斯白噪声,目标信号为高斯随机

分布,信噪比定义为10log(σ2
s/σ2

n).仿真从阵列自由度、计算复杂度以及角度分辨率三个方面来比较.
3.1 阵列自由度比较

首先比较相同阵元数条件下均匀线列阵和互素阵的阵列自由度,即目标最大分辨个数.比较阵元数目

为9个均匀线列阵和M=4,N=5阵元总数相同的互素阵的最大分辨个数.L 个阵元的均匀线列阵最大能

分辨的目标个数为L-1,而在物理阵元数为M+N 的情况下,互素阵列能提供2MN 个自由度.互素阵列

子阵列数目分别为M=4,N=5,信噪比为0dB,快拍数为1000个,目标位置取两组分别从-40°到40°,
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第一组每10°一个目标,总共9个目标,第二组每8°一个目标,总共11个目标.由前面分析可知,当目标个

数大于等于均匀线列阵的个数时,无法分辨出目标,而相同阵元个数的互素阵因为通过KR积处理提供了

2MN 个自由度,故可以分辨40个目标.因采用了空间平滑技术和Hankel矩阵分解,自由度减少为原来的

一半,但是依然能够分辨出最大不超过20个目标.图3给出了分辨采用SS-MUSIC(SpatialSmoothing
MUSIC)和基于Hankel矩阵分解的多项式求根来求目标的方位.在欠定条件下均能准确估计出目标的方

位,而相同数目的传统的均匀线列阵不能分辨出多于阵元个数的目标.

图3 不同目标个数的分辨能力

3.2 计算复杂度比较

基于Hankel矩阵分解的方法减少了现有方法(SS-MUSIC)的复杂度.基于互素阵列的方位估计主要分

为三步:① 从互素阵列的接收信号构建虚拟均匀线列阵,这是两种方法都需要的一个过程.假定快拍数目

为K,则采用传统方法估计采样协方差需要O(KM2
total)操作,这里Mtotal表示互素阵的总阵元数.取决于处

理后的虚拟均匀线列阵的个数,可以得到总的计算量为O(KL),其中L=(2MN+2)/2.② 构建 Hankel
矩阵.传统的方法是通过空间平滑来获得平滑协方差矩阵,因为平滑的每一项需要进行O(L2)次计算,所

以获得平滑协方差矩阵的总的计算量为O(L3).而采用Hankel矩阵分解只需要矩阵变换为Hankel矩阵无

需其他的计算.③ 空间谱估计.奇异值分解占主要的计算量,两者都需要计算O(L3)次操作.因此传统的

SS-MUSIC的计算复杂度和基于Hankel矩阵分解的复杂度主要差异在于传统方法构建平滑协方差矩阵的

计算量与提出的方法构建Hankel矩阵所需的计算量,分别为:O(KL+L3+L3)和O(KL+L3),可以看

出,整个计算中,奇异值分解占主导作用.但是在高维阵列和采用高阶统计量时该方法的优势可以充分体

现出来.
在仿真中,9个目标时采用SS-MUSIC消耗的计算时间为0.175s,采用 Hankel矩阵分解消耗的计算

时间为0.061s.11个目标时采用SS-MUSIC计算时间为0.126s,采用 Hankel矩阵分解消耗的计算时间

为0.061s.Hankel矩阵分解方法计算时间减少近一半,原因在于基于矩阵分解方法没有SS-MUSIC计算

中的相关运算,减少了计算量,在近似同等性能情况下,Hankel矩阵分解方法在计算速度上更快.
3.3 角度分辨性能

比较阵元个数总数为9个均匀线列阵和互素阵的最小分辨能力,互素阵两个子阵的个数分别采用M=
4,N=5,快拍数固定为500时,来波目标方向为5°,6.5°,信噪比分别为0dB,5dB,比较均匀线列阵和

互素阵的最小分辨性能,由图4可以看出,具有相同阵元数目的均匀线列阵和互素阵,在低信噪比条件下,
互素阵的分辨性能较好,在0dB时,基于Hankel矩阵分解的互素阵能比较为准确的分辨出目标而均匀线
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列阵不行.相对于均匀线列阵自由度O(M+N),互素阵通过KR积处理,产生了O(MN)个虚拟阵元,阵

列自由度明显高于均匀线列阵,因而具有更优的最小分辨能力.

图4 信噪比为0,5dB的互素阵和均匀线列阵的近距离目标分辨能力

互素阵子阵分别为M=4,N=5,快拍数为500,信噪比分别为5dB和10dB,目标角度分别为10.2°,

12.3°.图5为互素阵在SS-MUSIC算法、Hankel矩阵分解算法下角度分辨性能,随着信噪比的增加,基于

Hankel矩阵分解的测向方法分辨性能变好,同时其性能优于SS-MUSIC,因为SS-MUSIC受扫描网格的

限制.增加扫描网格势必会增加计算量.

图5 信噪比为5dB,10dB的近距离目标分辨能力

图6所示为在信噪比为5dB,快拍数为500,1000时SS-MUSIC算法、Hankel矩阵分解算法角度分辨
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性能.SS-MUSIC扫描间隔为1.

图6 快拍数为500和1000的近距离目标分辨能力

由图5和图6可知,在不同SNR、不同快拍数情形下,Hankel矩阵分解算法的角度分辨性能优于SS-
MUSIC.由于目标信号角度未能落入SS-MUSIC扫描网格内,其性能不如 Hankel矩阵分解算法,MUSIC
若要分辨出更细网格的目标需要减小扫描间隔,这样会增加计算量.Hankel矩阵分解方法是通过求根的方

式来寻找目标方位的,受扫描网格影响小.

4 结束语

针对互素阵列扩展虚拟孔径后的模型等价为一单快拍相干源估计问题,本文提出一种采用 Hankel矩

阵分解结合多项式求根的方法来进行高分辨目标定向.该方法解决了单快拍相干源定向问题,降低了计算

量,减轻了MUSIC方法中的网格失配问题,而且对于近目标具有良好的分辨力.仿真结果表明了该方法的

有效性,但是该方法也存在一定限制,比如在信噪比较低的时候性能有所下降.另外快拍数,信噪比,以及

信号的强度变化,目标最小分辨角度对于分辨性能的影响需要进一步研究.

参考文献:
[1] 夏天维.基于SSR子带信息融合的波达方向宽带估计算法 [J].西南师范大学学报(自然科学版),2015,40(1):

102-106.
[2] PALP,VAIDYANATHANPP.NestedArrays:ANovelApproachtoArrayProcessingwithEnhancedDegreesof

Freedom[J].IEEETransactionsonSignalProcessing,2010,58(8):4167-4181.
[3] VAIDYANATHANPP,PALP.SparseSensingwithCo-PrimeSamplersandArrays[J].IEEETransactionsonSignal

Processing,2011,59(2):573-586.
[4] PALP,VAIDYANATHANPP.CoprimeSamplingandTheMusicAlgorithm[C]//IEEEinDigitalSignalProcessing

WorkshopandIEEESignalProcessingEducationWorkshop(DSP/SPE).Sedona:AZ,IEEE,2011:289-294.
[5] ZHANGYi-min,AMINMG,HIMEDB.Sparsity-BasedDOAEstimationUsingCo-primeArrays[C]//IEEEInter-

nationalConferenceonAcoustics,SpeechandSignalProcessing(ICASSP).Vancouver:BC,IEEE,2013:3967-3971.
[6] 刘传山.基于参数设计字典的稀疏表示方法 [J].西南大学学报(自然科学版),2014,36(7):156-161.
[7] CHIYu-jie,SCHARFLL,PEZESHKIA,etal.SensitivitytoBasisMismatchinCompressedSensing[J].IEEE

7第7期       谭伟杰,等:基于Hankel矩阵分解的互素阵列高分辨目标定向



TransactionsonSignalProcessing,2011,59(5):2182-2195.
[8] TANZhao,NEHORAIA.SparseDirectionofArrivalEstimationUsingCo-PrimeArrayswithOff-GridTargets[J].

IEEESignalProcessingLetters,2014,21(1):26-29.
[9] LIAOWen-jing,FANNJIANGA.MUSICforSingle-SnapshotSpectralEstimation:StabilityandSuper-Resolution[J].

AppliedandComputationHarmonicAnalysis,2016,40(1):33-67.

HighResolutionTargetDirectionFindingBasedon
HankelMatrixDecompositionforCoprimeArrays

TANWei-jie, FENGXi-an, ZHANGYang-mei
SchoolofMarineScienceandTechnology,NorthwesternPolytechnicalUniversity,Xi'anShaanxi710072,China

Abstract:Co-primearrayhaslargevirtualarrayaperturebyKhatri-Raoproductprocessing,butthearray
modelafterprocessingisequivalenttocoherentsourcesestimationunderdeterminednoiseonasingle
snapshot.Inthispaper,ahighresolutiondirectionfindingmethodbasedondecompositionofHankelma-
tricesandpolynomialrootingisproposed.First,thecovarianceofthearraydataispreprocessedbyKR
product,andrepeatedrowsareremovedthroughmathematicaltransformation.Theobtaineddataisused
tobuildaHankelmatrix.Then,theproblemistransformedintothedeterminationofpolynomialrootsto
findtheinterestedtargetlocationthroughsingularvaluedecompositionontheHankelmatrix.Finally,the
amplitudeofthetargetechoissolvedbyusingtheleastsquaresmethod.Tosomeextent,theproposed
methodcanovercomegridmismatch,whichisaprobleminthetraditionalMUSICmethod.Compared
withthesmoothingtechnology,thismethodreducesthecomputationalcomplexityandhasgoodresolution
evenforacloselyspacedtarget.Computersimulationsverifytheeffectivenessandsuperiorityofthenew
algorithm.
Keywords:Hankelmatrixdecomposition;co-primearray;gridmismatch;highresolutiontargetdirection

finding;closelyspacedtarget
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