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单群A5 的状态空间图①
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摘要:主要研究A5 的状态空间图,并证明了:A5 不能由它的2阶和4阶自同构诱导的状态空间图唯一刻画,但A5

可以由它的3阶和6阶自同构诱导的状态空间图刻画.
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有限群为群论的重要组成部分,其结构与性质应用于许多学科.但由于有限群的高度抽象性,因此有

必要引入其它工具来帮助我们理解有限群的结构和性质,其中图论就是有力的工具.例如文献[1]用A5 的

数量刻画构造了自同构为A5 的图.文献[2]刻画了李型单群的一种特征标次数图.对于单群A5 有许多刻

画,例如文献[3]用群的阶及元素的最高阶刻画了单群A5,文献[4]研究了A5 的5阶自同构诱导的状态空

间图.但对于其它阶自同构诱导的状态空间图并未作研究.本文继续研究A5 的2阶、3阶、4阶和6阶自同

构诱导的状态空间图.有限群G关于它的一个自同态α的状态空间图定义为ΓG,α
[5],即ΓG,α 的顶点集为群G

中的元素,对G 的元素x,y,可以确定一条由x 指向y 的边当且仅当α(x)=y.
本文中Fix(G,α)为自同态α的固定点集,即Fix(G,α)={x∈G|α(x)=x}.由s个顶点组成的分

支称为s元分支.kr 表示r阶元所占分支的个数.mt 表示t阶元的个数.np 表示sylowp 子群的个数.[m,
n]表示m 与n 的最小公倍数.其它符号都是标准的,见文献[6-7].

1 A5 的2阶和4阶自同构诱导的状态空间图

由于Aut(A5)=S5,A5 的2阶自同构可归结为α=(12)(34)和β=(12)两种类型,因此我们只需研

究α和β所诱导的内自同构的情况,从而得到两个不同构的状态空间图分别为ΓA5,α
(图1)和ΓA5,β

(图2).而

A5的4阶自同构可归结为γ=(1234)这种类型,因此我们只需研究γ 所诱导的内自同构的情况,从而得到

它的状态空间图为ΓA5,γ
(图3).

图1 状态空间图ΓA5,α
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图2 状态空间图ΓA5,β

图3 状态空间图ΓA5,γ

显然,ΓA5,α
的连通分支为Γ01,…,Γ04,Γ1,…,Γ28,其中Γ01,…,Γ04为1元分支,Γ1,…,Γ28为2元分支,

而且Fix(A5,α)由1元分支Γ01,…,Γ04 的顶点集组成.ΓA5,β
的连通分支为Γ01,…,Γ06,Γ1,…,Γ27,其中

Γ01,…,Γ06 为1元分支,Γ1,…,Γ27 为2元分支,而且Fix(A5,β)由1元分支Γ01,…,Γ06 的顶点集组成.
ΓA5,γ

的连通分支为Γ01,Γ02,ΓI,Γ1,…,Γ14,其中Γ01,Γ02为1元分支,ΓI 为2元分支,Γ1,…,Γ14为4元分

支,而且Fix(A5,γ)由1元分支Γ01,Γ02 的顶点集组成.
命题1 A5 不能由它的2阶自同构诱导的状态空间图唯一刻画.
证  给出群Z60 的一个自同构f1:a →a43.下面说明ΓZ60,f1 ≅ΓA5,α.
容易验证f1 是Z60 的2阶自同构,故ΓZ60,f1

是由1元分支和2元分支组成.从图1可知ΓA5,α
由4个

1元分支和28个2元分支组成.为说明ΓZ60,f1 ≅ΓA5,α
,只需说明ΓZ60,f1

与ΓA5,α1元分支的个数相等,即

|Fix(Z60,f1)|=|Fix(A5,α)|.事实上|Fix(Z60,f1)|=|Fix(A5,α)|=4,故ΓZ60,f1 ≅ΓA5,α.
给出群Z60的一个自同构f2:a →a29.容易验证f2是G的2阶自同构.同理可以证明ΓZ60,f2≅ΓA5,α.
命题2 A5 不能由它的4阶自同构诱导的状态空间图唯一刻画.
证  取群G=A4×Z5=A4×<a>.令:f1∈Aut(A4),满足f1:A4 →A4;f2∈Aut(Z5),满足

f2:a →a2.给出G 的一个自同构:

f:gai →gf1(ai)f2   g∈A4,a∈ <a>,i=0,1,2,3,4
容易验证f 为G 的4阶自同构.下面说明ΓG,f ≅ΓA5,γ.

由图3可知ΓA5,γ
由2个1元分支,1个2元分支和14个4元分支组成.为说明ΓG,f ≅ΓA5,γ

,只需说

明ΓG,f 与ΓA5,γ1元分支的个数和2元分支的个数都相等.由于

|Fix(G,f)|=|Fix(A5,γ)|=2
设ΓG,f 的2元分支的个数为L2,则

L2=
|Fix(G,f2)|-|Fix(A5,f)|

2 =1

故

ΓG,f ≅ΓA5,γ

2 A5 的3阶和6阶自同构诱导的状态空间图

由于Aut(A5)=S5,因此我们只需研究δ=(123)所诱导的内自同构的情况,从而得到A5 的3阶自同
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构诱导的状态空间图ΓA5,δ
(图4).同理研究θ=(12)(345)所诱导的内自同构的情况,从而得到A5 的6阶

自同构诱导的状态空间图ΓA5,θ
(图5).

图4 状态空间图ΓA5,δ

图5 状态空间图ΓA5,θ

显然,ΓA5,δ
的连通分支为Γ01,…,Γ03,Γ1,…,Γ19,其中Γ01,…,Γ03 为1元分支,Γ1,…,Γ19 为3元分

支,而且Fix(A5,δ)由1元分支Γ01,…,Γ03 的顶点集组成.ΓA5,δ
的连通分支为Γ01,…,Γ03,ΓI,Γ1,…,Γ9,

其中Γ01,…,Γ03 为1元分支,ΓI 为3元分支,Γ1,…,Γ9 为6元分支,而且Fix(A5,θ)由1元分支Γ01,…,

Γ03 的顶点集组成.
首先给出几个简单的结论:

引理1[4] 群G 的一个自同态α 为自同构的充要条件是图ΓG,α 不含有子图Δk(k≥2).
引理2[4] Fix(G,α)≤G.
引理3[4] 设群G 中k阶循环子群的个数为m,则G 中k阶元的个数为m·φ(k),其中φ 为欧拉函数.
引理4[7] 60阶单群必同构于A5.
定理1 设G 为有限群,f 为它的自同态,若ΓG,f ≅ΓA5,δ

,则G ≅A5.
证  由状态空间图同构可知|G|=|A5|=60.由引理2可知Fix(G,f)≤G,从而Fix(G,f)为G

的3阶子群.不妨设生成元f3,f1 为单位元,则Fix(G,f)由1个单位元和2个3阶元组成.
注意到图ΓG,f 不含有子图Δk(k≥2),由引理1可知f 为G 的3阶自同构.由于自同构不改变元素

的阶,因此状态空间图的每个连通分支元素的阶都相等.故在连通分支Γ1,…,Γ19中,令元素的阶为r≠
3的分支的个数为kr,则这些连通分支所提供的r阶元的个数为mr=3·kr.又由引理3,r阶元的个数

为mr= m·φ(r),故[3,φ(r)]|mr.首先证明G 为单群.若群G 不是单群,则G 存在非平凡的极小正规

子群,设为N,则|N|=5,4,3,2.
若|N|=5,则N 为G 的正规Sylow5 子群.此时G 中5阶元的个数为m5=4,矛盾.故群G 中Sylow

5 子群的个数为n5=6.
若|N|=4,则N 是G 的正规Sylow2 子群.假设N 为循环群,则4阶元的个数为2,矛盾.假设

N 不是循环群,由N/C定理可知|CG(N)|=10,20,30,60.又因N ⊆CG(N),故|CG(N)|=20,60.
若|CG(N)|=20,则CG(N)中Sylow5 子群的个数为1,设为P,则P⊆CG(N),故N ⊆CG(P)⊆
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NG(P),则2⫮n5,矛盾.若|CG(N)|=60,即G=CG(N),则CG(N)中存在1个Sylow5 子群,设

为P,则 N ⊆CG(P)⊆NG(P),故2⫮n5,矛盾.
若|N|=3,则N 为G 的正规Sylow3 子群.由以上讨论知G 中Sylow5 子群的个数为n5=6,设

P 为G 的一个Sylow5 子群,则PN 为G 的15阶子群,则|NG(P)|≥15,故G 中Sylow5 子群的个数

n5 ≤4,又由Sylow定理知G 中Sylow5 子群的个数为1,矛盾.
若|N|=2,设N=<a>,其中|a|=2,则a∈Z(G).设R为Z(G)的Sylow2 子群,则RcharZ(G),

Z(G)charG,故RcharG,即R 在G 的自同构作用下保持不变,|R|=2,4.若|R|=2,则R=N,即

存在2阶元a在自同构作用下保持不变,矛盾.若|R|=4,则G 中存在正规Sylow2 子群,由以上讨论得

到矛盾.
综上所述,群G 中不存在非平凡的真正规子群,故群G 为单群.由引理4知G ≅A5.
推论1 设G 为有限群,f 为它的自同态,若ΓG,f ≅ΓA5,θ

,则G ≅A5.
证  若ΓG,f ≅ΓA5,θ

,则ΓG,f 不含子图Δk(k≥2).由引理1可知f 为G 的6阶自同构,故f2 和θ2

分别是G 和A5 的3阶自同构,且ΓG,f2 ≅ΓA5,θ
2.由定理4可得ΓG,f2 ≅ΓA5,θ

2 ≅ΓA5,δ
,故G ≅A5.

结合文献[4]可知,A5 不能由它的2阶和4阶自同构诱导的状态空间图唯一刻画,但A5 可以由它的3
阶、5阶和6阶自同构诱导的状态空间图刻画.
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TheState-SpaceGraphofSimpleGroupA5

JINGYan-yan, ZHOU Wei
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Abstract:Inthispaper,wemainlystudythestate-spacegraphofA5,andproveA5cannotbeuniquely
characterizedbyitsstate-spacegraphwhichisinducedbyanisomorphismoforder2and4.ButA5canbe
characterizedbyitsstate-spacegraphwhichisinducedbyanisomorphismoforder3and6.
Keywords:alternatinggroup;isomorphism;state-spacegraph
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