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一般广义棱的连通度①
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摘要:对广义棱的概念作了拓展,研究了拓展意义下一般广义棱的连通度,给出了一般广义棱的连通度的上下界,

及一般广义棱的连通度等于最小度的充分条件,推广了有关广义棱连通度的结果.
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除非特别指定,沿用文献[1]的记号和术语.
定义1 令Sn 表示n阶置换群,G 是一个n阶图,给定α∈Sn 是一个置换.取图G 的两个拷贝Gx 和

Gy,不妨设:

V(Gx)={x1,x2,…,xn}   V(Gy)={y1,y2,…,yn}
令

E={(xi,yα(i))|i=1,2,…,n}
称图α(G)=Gx +Gy +E 为广义棱(也称置换图).

广义棱最初是由文献[2]介绍的.文献[2]给出了广义棱中平面图的特征刻画,后来广义棱的诸多性质

被研究,如图的交叉数和着色数、边的着色数及割流量等.
文献[3]研究了广义棱的连通度与最小度的性质,并给出了这些性质在利用广义棱的构图方法构造大

型网络方面的应用.文献[4]也研究了广义棱的相关性质,并给出了这些性质在研究网络的可存活性方面的

应用.
定义一个术语:对于图G,用U(G)表示|S|+|V(C)|的最小值,其中S 是G 的任一点割,C 是

G-S 的任一连通分支.
定理1[3] 􀃠 min{2κ(G),U(G)}≤κ(α(G))≤U(G);

􀃡 如果κ(G)=δ(G),则κ(α(G))=δ(α(G)).
定理2[4] 􀃠U(G)=δ(G)+1;

􀃡 min{2κ(G),δ(G)+1}≤κ(α(G))≤δ(G)+1;

􀃢κ(α(G))=δ(α(G))当且仅当2κ(G)≥δ(G)+1.
以上结果关于边连通度也有类似的结论,在此不重复.
定义2 给定两个图G1 和G2,满足|V(G1)|=|V(G2)|=n.令Sn 表示n阶置换群,给定α∈Sn 是

一个置换.不妨设:

V(G1)={x1,x2,…,xn}   V(G2)={y1,y2,…,yn}
令
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E={(xi,yα(i))|i=1,2,…,n}
则称α(G1,G2)=G1+G2+E 为一般广义棱.显然,当G1=G2 时,α(G1,G2)=α(G).

引理1 δ(α(G1,G2))=min{δ(G1),δ(G2)}+1.
证  由于α(G1,G2)中每个顶点的度数比G1 和G2 中相对应的顶点的度数增加了1,故结论成立.
定理3 给定两个图G1 和G2,满足|V(G1)|=|V(G2)|=n,则有:

􀃠 min{κ(G1)+κ(G2),δ(G1)+1,δ(G2)+1}≤κ(α(G1,G2))≤min{δ(G1),δ(G2)}+1;

􀃡 若κ(G1)+κ(G2)≥min{δ(G1),δ(G2)}+1,则κ(α(G1,G2))=δ(α(G1,G2)).
证  􀃠 令S 是G1 的点割,C 是G1-S 的分支,满足

U(G1)=|S|+|V(C)|
  在α(G1,G2)中,令S'表示G2 中与C 中顶点邻接的顶点的集合,这样S∪S'是α(G1,G2)的点割.
因为

|V(C)|=|S'|
则

U(G1)=|S∪S'|
所以有

κ(α(G1,G2))≤|S∪S'|=U(G1)=δ(G1)+1
类似地可证明

κ(α(G1,G2))≤δ(G2)+1
因此有

κ(α(G1,G2))≤min{δ(G1)+1,δ(G2)+1}
这样就完成了上界的证明,下面证明下界.

令S 为α(G1,G2)的最小点割,令:

S1=S∩V(G1)   S2=S∩V(G2)
这样有

κ(α(G1,G2))=|S|=|S1|+|S2|
  情形1 G1-S1 与G2-S2 均连通.

(a)G1-S1 与G2-S2 至少有一个是空图.
如果G1-S1 是空图,则有S1=V(G1).因此

κ(α(G1,G2))≥|S1|=|V(G1)|
注意到,对任意v∈V(G1),NG1

(v)是G1 的点割,所以有

U(G1)≤dG1
(v)+1≤|V(G1)|

从而有

κ(α(G1,G2))≥U(G1)=δ(G1)+1
  类似地,如果G2-S2 是空图,可证明

κ(α(G1,G2))≥δ(G2)+1
因此有

κ(α(G1,G2))≥min{δ(G1)+1,δ(G2)+1}

  (b)G1-S1 与G2-S2 均不是空图.
任取xi ∈V(G1-S1),由于G1-S1 与G2-S2 均连通,所以必有yα(i)∈S2,因此有

|S2|≥|V(G1-S1)|
从而有

κ(α(G1,G2))≥|S1|+|V(G1-S1)|≥U(G1)=δ(G1)+1
  同理可证

κ(α(G1,G2))≥δ(G2)+1
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此时有

κ(α(G1,G2))≥max{δ(G1)+1,δ(G2)+1}≥min{δ(G1)+1,δ(G2)+1}
  情形2 G1-S1 与G2-S2 均不连通.

此时S1 与S2 分别是G1 与G2 的点割,所以有:

|S1|≥κ(G1)   |S2|≥κ(G2)
因此有

κ(α(G1,G2))≥κ(G1)+κ(G2)
  情形3 G1-S1 与G2-S2 恰有一个不连通.
  (a)如果G1-S1不连通而G2-S2是连通的,则存在G1-S1的分支C,C中的每个顶点都不与G2-S2

中的任何顶点相邻,因此对任意xi ∈V(C),必有yα(i)∈S2,因此有|S2|≥|C|,所以有

κ(α(G1,G2))≥|S1|+|C|≥U(G1)=δ(G1)+1
  (b)反过来,如果G2-S2 不连通而G1-S1 是连通的,同理可证

κ(α(G1,G2))≥δ(G2)+1
因此有

κ(α(G1,G2))≥min{δ(G1)+1,δ(G2)+1}
综上所述,我们有

min{κ(G1)+κ(G2),δ(G1)+1,δ(G2)+1}≤κ(α(G1,G2))
这就完成了下界的证明.

􀃡 注意到,总有

κ(α(G1,G2))≤δ(α(G1,G2))=min{δ(G1),δ(G2)}+1
因此,如果

κ(G1)+κ(G2)≥min{δ(G1),δ(G2)}+1
则由 􀃠 有

κ(α(G1,G2))≥min{δ(G1),δ(G2)}+1=δ(α(G1,G2))
因此有

κ(α(G1,G2))=δ(α(G1,G2))
  在定理3中令G1 =G2 =G 便得到定理2的结果.同时,定理3中 􀃡 的条件κ(G1)+κ(G2)≥
min{δ(G1),δ(G2)}+1在没有G1=G2=G 时就不是必要的,反例如下:

令G1 为粘合两个K5 的一个顶点u所得的图,G2 为粘合K3 和K7 的一个顶点v所得的图,如图1所

示.显然κ(G1)=1,κ(G2)=1,则

κ(G1)+κ(G2)=2<δ(α(G1,G2))=min{δ(G1),δ(G2)}+1=3

图1 图α(G1,G2)
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下面说明κ(α(G1,G2))=δ(α(G1,G2))成立.
任取点集S⊂V(α(G1,G2)),使得|S|=2.
若|S∩{u,v}|≤1,因为u和v分别是G1 和G2 唯一的割点,所以G1-S 和G2-S 至少有一个连

通.且α(G1,G2)-S 最多只去掉了2条连接G1 和G2 的边,而K3,K5 和K7 的顶点数均至少为3,所以

α(G1,G2)-S 连通.
若S={u,v},令G1-u 的两个连通分支为G'

1 和G″
1,G2-v 的两个连通分支为G'

2 和G″
2.显然

|G'
1|=|G″

1|=4
不妨令:

|G'
2|=6   |G″

2|=2
显然对于α(G1,G2)-S,在映射α 下,G'

1 和G″
1 中至少存在5个顶点与G″

2 中的顶点相连,同时,在映

射α下,G″
2 中至少存在1个顶点与G'

1 或G″
1 中的顶点相连.由于G'

1 和G″
1,G'

2 和G″
2 均为连通的,则此时

α(G1,G2)-S连通,因此S= {u,v}不是α(G1,G2)的点割,从而κ(α(G1,G2))≥3.又由于δ(α(G1,
G2))=3,所以有

κ(α(G1,G2))=δ(α(G1,G2))
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Abstract:Theconceptofgeneralizedprismsisextended.Itsconnectivityisdiscussed,andtheupperbound
andlowboundofconnectivityareobtained,alsothesufficientconditionisgotwhenconnectivityequalto
theminimumdegree,whichextendsomepriorresults.
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